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PREMIÈRE PARTIE. 

DE L'ÉaUIUBRE ET DU MOUVEMEIIT DES MILIEUX TITREUX. 



INTRODUCTION. 

La plupart des travaux dont la théorie de Télastictté a été Tobjet se 
bornent à étudier des corps dont les déformations sont extrêmement 
petites, soit que leurs divers points matériels demeurent immobiles, 
soit qu'un mouvement de très faible amplitude les anime. 

La limite qui restreint ainsi les problèmes étudiés ne constitue pas 
une entrave gênante lorsqu'on se propose seulement d'analyser les 
modifications des corps très peu déformables auxquels on réserve le 
nom de solides élastiques; mais elle rend inutilisables les résultats 
obtenus par le théoricien, lorsque celui-ci se propose d'étudier ces 
corps mous ou pâteux qui forment la transition entre les fluides et les 
solides; il est alors indispensable de formuler des lois applicables aux 
milieux qui ont subi des déformations finies. 

G. Kirchhofi*(*) et M. J. Boussinesq (*) nous ont fait connaître les* 



(ï.) G. KiRCHHOFFi Ucber die Gleichungen des Gleichgewichtes eines elastisçhen 
Kôrpers hei nicht uncndlich kleincn Ferschiebungen seiner Theile {Sitzungsberichte der 
mathemeUisch naturwisxensc/iaftlic/ien Classe der Akademieder fVvisenschaften^ Bd.IX, 
S. 762. Vienne i85'i). Cel écrit n'a pas été réimprimé dans les Abhandhingen de G. Kirch- 
hoff. 

(*) J. B0U8SINB8Q, Théorie des Ondes liquides périodiques. Note III (Mémoires présentés 
par divers savants à Tlnst/tut de France, t. XX). 
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lois qui président à l'équilibre de semblables milieux, du moins lorsque 
leurs éléments sont simplement soumis à des actions newtoniennes. Il 
était intéressant d'étendre leur analyse au cas beaucoup plus général 
et insoupçonné avant nos recherches sur la Mécanique des fluides (*), 
où les masses élémentaires qui composent le milieu sont soumises k 
des actions non newtoniennes ; le présent Mémoire apporte ce complé- 
ment aux recherches de nos illustres prédécesseurs et met en évidence, 
dans le cas où les actions ne sont pas newtoniennes, Texistence de 
couples élémentaires auxquels les actions newtoniennes ne sauraient 
donner naissance. 

Les lois du mouvement de milieux affectés de déformations finies se 
tireraient des lois qui président à leur équilibre au moyen du principe 
de d'AIembert, si les milieux étudiés n'étaient affectés d'aucune visco- 
sité; mais les corps mous et pâteux, qui offrent à cette analyse ses 
plus intéressantes applications, sont, en même temps, dans la plupart 
des cas, des corps très visqueux; il serait illusoire d'en étudier les 
mouvements si l'on devait faire abstraction de leur viscosité. 

Nous sommes donc naturellement conduits à préciser les lois^ 
auxquelles obéit la viscosité au sein de milieux élastiques. 

Ce problème n'a tenté jusqu'ici, à notre connaissance, que les^ 
efforts d'un seul analyste, M. Oskar Emil Meyer (^). Mais les 
recherches de M. Meyer se sont bornées aux mouvements très petits 
d'un corps isotrope à la fois élastique et visqueux; en outre elles 
reposent sur certaines hypothèses moléculaires que nous nous gar-^ 
dons toujours d'invoquer. Il y avait donc lieu de créer les formules 
qui régissent les actions de viscosité au sein de milieux élastiques 
afi*ectés de déformations finies. C'est l'un des principaux objets du 
présent Mémoire. 

Ces formules nous ont permis d'obtenir certains résultats; en par- 
ticulier, elles nous ont permis d'étendre à tous les milieux élastiques 
visqueux, qu'ils soient vitreux ou cristallisés, une proposition que 



■ (•) Le potentiel thermodynamique et la pression hydrostatique {Annales de l'École^ 
Normale, 3« série, t. X, 1893, p. i83). 

(«) O.-E. Mbtbr, Zur Théorie der inneren Reibung {Borchardt's Journal fur die reine 
und angeivaidte Malhematik, Bd. LXXVUI, 1874, p. i3o). 
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rt'ôus avions déjà démontrée pour les fluides visqueux : Les seules ondes 
qui puissent persister en un milieu visqueux sont des ondes Sans propaga-^ 
tion, qui sépcwent sans cesse les deux mêmes portions du milieu. 
• D'ailleurs, Temploi de méthodes semblables à celles dolit rioiis 
avions fait usage dans l'étude des fluides nous a permis de dorirter; 
de la propagation des ondes au sein des milieux élastiques non vis-* 
queux, une analyse qui ne laisse place à aucun cas d'exception. " 
Lés milieux que nous avons étudiés ont toujours été supposés 
dénués d'hystérésis; la possibilité des déformations permanentes a 
donc été exclue, ce qui restreint la généralité de notre analyse et la 
portée expérimentale des résultats obtenus. Mais les formules ci néma<^ 
tiques qui nous ont permis d'étudier la viscosité des milieux élastiques 
nous permettront également d'étendre à de tels milieux les principes 
de notre théorie des déformations permanentes. ^ 



CHAPITRE I. 

LES DÉFORMATIONS D'UN MIUEU CONTINU. 



I '.. .1. — Les déformàtioiiè finies d'un milieu continu. 

Nous commencerons par établir quelques formules relatives aux 
(Reformations finies d'un milieu continu. Ces formules, dues à 
6. Kîrchhofl*et à M. feoussinesq, ont été magistralement exposées par 
MM. E. et F. Cosserat dans un Premier Mémoire sur la Théorie de 
l'Élasticité ( * ). Nous aurions pu nous borner à renvoyer le lecteur à ce 
Mémoire, si tompliet au double point de vue historique et théorique; 
si nous ne l'avons pas fait, si nous avons repris la démonstration des 
formules strictement indispensables, c'est surtout afin de fixer les 
notations dont nous, ferons usage. , . 



(*) EuGBNB et François Cosserat, Sur la Théorie de l'Élasticité. Premier Mémoire 
{j^nnales dfi la Faculté d^ Sciences de Toulouse, \.:ïii \%çfiy. / 
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Prenons un milieu continu dans un certain état, fixé une fois pour 
toutes, que nous nommerons Vétai initial; un point matériel déter- 
miné occupe, dans cet état, une position déterminée (x dont les coor- 
données sont a, bf c. La connaissance de ces coordonnées permettra 
de reconnaître ce point matériel après que le milieu aura subi un 
déplacement et une déformation quelconque, selon le procédé 
employé en Hydrodynamique et appelé /roceé/^ de Lagrange. 

Au sein du milieu déformé et déplacé, le même point matériel 
occupe la position M dont les coordonnées sont x^ y^ z\ x^ y^ z sont 
des fonctions continues de a, 6, c, dont la connaissance définit la 
déformation et le déplacement subis par le système. 

Dans la plupart des cas, nous poserons 

(i) x=ia-hl, / = 64-tï, 5 = c-ht. 

Ç, Y], X, seront également des fonctions de a, b, c. Nous aurons 



(^) 



Soit un point matériel qui, dans l'état initial, occupe une posi- 
tion |Ji'(«'» b\ &) infiniment voisine de la position [Ji(a, 6, c); dans 
Tétat déformé, il occupe une position W{x',y\ s'), infiniment voisine 
de la position M (^, j^, z). En se bornant aux infiniment petits du 
premier ordre, on a 

(3) { iy'-y)=^ia'-a)+ %{b'-b)+ %{C-c), 

(.'_.)= g(«-_a)+^(6'-*)4-^(c'-c). 

Ces équations peuvent être regardées comme des équations en (a' — a), 



dx 
da 


da* 


dx d^ 
db ~db' 


dx dl 
de ~~dc' 


dy dm 
da "" da* 




dy , an 


dy du 


dz dK 
da da* 




dz dZ 
db - db' 


d9 , ^ dÇ 
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{b' — 6), (c — c). Leur déterminant est 



(4) 



(J0=: 



{)^ dx dx 

da db de 

ây^ ây dy 

da db de 

ds dz dz 

da db de 



^ D(x,y,z) 
D(a,^c)' 



Ce déterminant ne s'annule jamais en une déformation qui laisse 
finie la densité en chaque point; nous savons, en effet, par Téquation 
de continuité, mise sous la forme de Lagrange, que le produit de la 
densité par le déterminant (D est égal à la densité dans Tétat initial. Il 
résulte, en outre, de là que la valeur de (D est indépendante du choix 
des axes de coordonnées. 

En résolvant les équations (3), nous trouvons 



^('^'-''>=St^^(-' 



X)- 






(5> <(B(6'_ 6)=. ^> (.'-.) 



D{z,x) 



(y-7)- 



DKy),-, 



{z'-z), 



D(c,a) '-^ '^' D(c,a) 

Moyennant les égalités (2), on peut mettre les égalités (3) sous la 
forme 



{3 bis) 



(.:'-x)=(.+ |)(a'-a)H-||(6'-6)-H|(c'-c), 
^y.y,=.Pja'-a)^(.^^)(b--b)^'£W-c), 
(.'-.)=g(a'_a)+^^(6'-6)-^(.+ ^)(c'_c). 



En même temps, le déterminant q devient 

à?, dl dl 



a bis) 



(D = 



H- 

da 
da 



da 



db 

^ db 
db 



de 

&n 
de 



1+ -:- 



de 
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Dans les égalités (3 bis), regardons a, 6, c et a?, y, s comme des 
constantes ; a', b\ c et x\y, z' comme des variables ; ces équations défi- 
nissent une transformation homographique d'un espace [f-'Ça', b\ &) en 
un autre espace M'(a;\y\ js'), transformation qui fait correspondre le 
point M (x, y, s) au point (jl (a, 6, c). Cette transformation représente 
la partie principale du déplacement et de ladéformation que subit une 
masse infiniment petite a laquelle appartient le point matériel placé 
successivement en (jl et en M. 

Étudions d'une manière générale cette transformation. 

Considérons, dans l'espace des (^',y, s'), la sphère S de centre M 
et de rayon i et cherchons de quelle surface elle est la transformée. 

Pour que le point M'(a?', y\ z') se trouve sur cette sphère, il faut et il 
suffît que l'on ait 

Pour cela, selon les égalités (3 bis), il faut et il suffit que ce point M' 
corresponde à un point (jl' dont les coordonnées a\ b\ & vérifient 
l'équation 

<«> [(■+i)<'''— '+§<»'-»>-^*<«'-«>]' 

Cette équation exprime que le point [L'(a\h\ &) a pour lieu un certain 
ellipsoïde E ayant pour centre le point (/.(a, 6, c). 
L'équation de cet ellipsoïde E, développée, s'écrit . ; • 

(7) (i4-2e,)(a'-a)*-+-(i-+-2e0(^'-^)*-^"(>-+-2£,)(c'-c)* 

4-2y,(6'-^^)(c'-c)-f-2y,(c'-c)(a'-a)-+-2y,(a'-a)(6'~6)=:i, 

en désignant par £, , e^, e,, y, , yj, y, les six fonctions suivantes de a,b^c: 
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V'— (Je "^ '*'■ 



db 



(8) (sui/e) 



''*" da "^ de 



db de 
de da 



IB de 
de da 



db de' 
de da* 



'•■" d^ da ■*" da db '^ da db"^ da db' 



Cet ellipsoïde admet trois axes rectangulaires; soient <r la longueur 
de Tun des demi-axes et «il» i&, c, ses cosinus directeurs; ces quatre 
quantités s'obtiendront, comme Ton sait, de la manière suivante : 

Si nous posons 



(9) 



s = :^' 



s sera Tune des trois racines de Téquation du troisième degré 



(io> 



et «IL» ia>t C s'obtiendront alors en résolvant les équations 



i + ae, — s 


y> 




y» 


y» 


n-ae,- 


S 


y« 


y« 


71 




i + ae»— s 



[■ 



(«0 



(12) 



(i -t- 2ei) X 4- y,i>l» 4- y.a = SX, 
y,X -h ( 1 4- aei) Hb 4- yi 2 = Stf5>, 
y,X 4- y,iJl> 4- (i 4- ae,) 3 = S2, 

X«4-ilî>«4-e*=i. 



Aux trois racines S,, S^, S, de Téquation (lo) correspondent trois 
systèmes de valeurs de a, x, i)l>, 9 (pourvu que nous ne regardions 
pas comme distincts deux sytèmes de cosinus qui définissent une 
même droite), systèmes que nous désignerons par 



(i3) 



Considérons le demi-axe de longueur a et de cosinus directeurs x, 
iA>, G; il correspond à un rayon de la sphère S, rayon qui a pour lon- 
gueur i et pour cosinus directeurs x^ 7, %. Selon les égalités (3 6/>), 
D. 2 



<ri9 


X|, 


KS... 


e„ 


(Tlf 


»t„ 


DJ>,, 


s,. 


<fZf 


A., 


i/i>i, 


e.. 
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on a 

Aux trois systèmes (i3), ces relations font correspondre trois systèmes 
de valeurs de x^, g', X>, que nous désignerons respectivement par 

^-i, JTt, 5&)„ 

«^•if cTi> 3b,. 

Formons {x>2^'z + ^a^s -f- ^bj^È,,). Selon les égalités (i4)t nous aurons 

*=H T(- î)*- ^^*- s "-.] f(- i)-.- §*- s -.] 

- [i -- ?.*- (■ * i) -.] [g*.- s*- (- i) -01 

ou bien» en vertu des égalités (S), 

eX,^., + 3^,3',+ X>,5b,— (7,(J, I [(i 4- 26,) cll»,-4- y,llb,4- y,C,]JL, 

+ [(y80^i + ('-+-2e,)'»«>i-4-y,C,]ift», 
-H [(yto^i+ yi Ah-(i -t- ae,) G,]3, | 

OU enfin, en vertu des égalités (9) et (11), 

eT.,.x,+ ^,.7,+ 2b,2b,=: ^ (cii»,ju,-+. iftj.ift,,-*- e,e,). 
Or on a 

•IL, qH», h- la),!^^), H- G, C, = o. 

On a donc la première des trois égalités 

-v, -X, -h 7i 7î + ^"1 5^1 = o- 
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Les deux autres se démontrent d'une manière analogue. On voit que 
les trois axes de l'ellipsoïde E correspondent à trois diamètres rectangu- 
laires de la sphère S. 

(jl' étant un point quelconque de l'espace {a\ b\ c'), projetons la 
longueur \k^' sur les trois demi-axes rectangulaires de Tellipsoîde E; 
soient A| 9 A2» A, les trois projections; nous aurons 

IA, = JLi(a'--a)-MJl,,(^>'— ^i)-4-S,(c'— c), 
A,= cA«,(a'— a) -+- \S^^{b'— b) -h e^{c'^c), 
A,= JL,(a'— a) -Mlî,,(^>'— 6) -h 2,(c'— c). 

Au point jx' correspond, dans l'espace des {oo\y^ s'), un point M'; 
projetons le segment MM' sur les trois diamètres rectangulaires de la 
sphère S qui correspondent aux trois axes de rellipsoïde E; soient X,, 
Xat X,» les trois projections. Nous aurons 

X,= .X,(j;'-:c)-+-g',(/-j^)H.5b,(5'-5), 

En vertu des égalités (3 6{5) et (i4)» la première de ces égalités devient 

^■=•■1 [(•+S)*-§*-i^'][(-i)(«'-"-§<^'-»)*S'«'-')] 

ou bien, en vertu des égalités (8), 

X, = <T, I [(i4-2e,)JI.,+ y,ifi,, + y,?,](a'— a) 
+ [y»«^i+ (I + 2e,)i'5>, + y, S,] (*'— b) 
+ [y,X,-t-y,ift., + (n-2£,)3,](c' — c)j 

OU enfin, en vertu des égalités (9) et (i i), la première des égalités 
X,= -[Jt.(a'-a) + i&,(ft'-6) + S,('c'-c)], 
X.= -[J..(a'-a) + Db,(6'-6) + S,(c'-c)], 
X,= - [X»{a'-a) + D!..(6'- b) + S,(c'- c)]. 
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Les deux autres se démontrent d'une manière analogue. 
En comparant ces égalités aux égalités (i6), nous trouvons 

(.7) X.= ^, X. = ^, X,= ^. 

^1 ^1 O", 

DonCf pour passer de Vesp€ict des (a', h\ c') à F espace des {x\y\ s')-, 
il est nécessaire et suffisant : 

1° De donner au premier espace un déplacement d'ensemble qui vient 
appliquer les axes de l'ellipsoïde E sur les trois diamètres rectangulaires 
de la sphère S qui sont les transformées de ces axes; 

2** De réduire respectivement dans les rapports — > — > — fcj coordonnées 

^ ^^ Cl O] O", 

de chaque point rapportées à ce trièdre trirectangle. 

Revenons maintenant à la transformation la plus générale d'un 
milieu continu. A chaque point matériel occupant la position (x (a» 6, c) 
dans Tétat initial et la position M (a?, y^ s) dans l'état déformé, on peut 
faire correspondre une déformation homographique analogue à celle 
que nous venons d'étudier. Si l'on néglige les infinimentpetits d'ordre 
supérieur au premier, cette déformation coïncide avec la déformation 
réelle qui se produit au sein d'une masse infiniment petite compre- 
nant le point matériel considéré. 

A cette masse est lié invariablement un certain trièdre trirectangle 
qui» dans l'état initial, coïncide avec les axes de l'ellipsoïde E relatif 
au point matériel considéré, et qui, dans l'état déformé, coïncide avec 
les trois diamètres de la sphère S, relative au même point, en lesquels 
se transforment les axes de l'ellipsoïde E. Ce trièdre est le trièdre des 
axes de dilatation relatifs au point matériel considéré. 

L'étude complète de la déformation au voisinage d'un point matériel 
donné est achevée lorsque l'on connaît les valeurs des vingt et une 
quantités (i3) et (i 5). Celles-ci, à leur tour, par les équations (8), 
(9), (10)1 (1 1)1 (12) et (i4)» dépendent des valeurs prises au point 
p.(a, 6, c)par 
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Il peut arriver qu*une grandeur dépende seulement de la déformation 
proprement dite et nullement de Torientation des axes de dilatation» 
soit au sein du milieu initial, soit au sein du milieu déformé. Ccttje 
grandeur sera alors une fonction symétrique de Œi, a,, a^. En vertu de 
Tégalité (9),ilrevientauinême de dire qu'elle est fonction symétrique 
des racines de Téquation (lo) ou qu'elle est fonction rationnelle des 
coefficients de S*, S*, S, S® dans cette équation. 
Développée, cette équation devient 

(l8) S»— (3 4- 2 Jj ) S«4- (3 4- 4 Ji -H J,) S - (l 4- 2 J, 4- J,4- 2 J,) = o, 

en posant 

J,= 4 («te,H- e,e, -h eifii) - (yj -+- yî 4- yî )» 
J,= 46,£,e,— e,yî — e,yî — £,yî-hy,y,y,. 

Donc, toute grandeur qui dépend uniquement de la information par 
laquelle on passe de l'état initial à l'état déforme, et nullement de l'orien- 
tation des cuves de dilatation soit au sein du milieu initial, soit au sein 
du milieu déforme, est une fonction des trois seules grandeurs J|> ^2^ ^s- 

La signification mécanique du déterminant (D nous enseigne qu'il se 
trouve précisément dans ce cas; ce doit donc être une fonction des 
seules quantités J,, J2, J,; en effet, si l'on part de l'expression de cD 
donnée par l'égalité (4 his) et si l'on en forme le carré en tenant 
compte des égalités (8), on trouve 



(20) (©« = 



Cette expression peut se trouver d'une autre manière. 

Prenons, dans l'état initial, un parallélépipède rectangle infiniment 
petit dont (X(x' soit la diagonale et dont les arêtes, dirigées suivant les 
axes de dilatation, soient A,, A2, A,; son volume est A| AjA, et sa 
masse poA| AjA,, po étant la densité au point (jl dans l'état initial. 



i + ae, 


y» 


y» 




y» 


i + ae. 
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Dans Tétat déformé, ce volume devient un nouveau parallélépipède 
rectangle, dont la diagonale est MM\ et dont les arêtes, dirigées sui- 
vant les axes de dilatation, sont X|, X^, X,; son volume est XfX^X, 
et sa masse pX,X2X3,p étant la densité au point M dans l'état déformé. 

La masse se conservant dans la déformation, on a 

p XiXtX,= poAi A,A, 
ou, selon les égalités (17), 

P = poO"iffiff«« 

En vertu des égalités (9), cette égalité devient 

p»S,S,S,= pJ 

ou bien, en vertu de l'égalité (18), 

(21) p'(i-f-2Ji + Jt+aJ,) = p;. 
Mais, d'autre part, on a l'égalité bien connue 

(22) p(D=po. 

Ces égalités (21) et (22) redonnent l'égalité (20). 

II. — Variation infiniment petite d'une déformation finie ('). 

Imaginons qu'à partir d'un état déjà déformé quelconque, nous 
imposions au système une modification, réelle ou virtuelle, infiniment 
petite. Nous aurons, en cette modification, 

èx = i^, dv = iri, èz = âÇ. 

Supposons les quantités $Ç, $y], B^ données en fonctions de a, b, c. 



(») P. DuHBMi Sur quelques formules de cinématique, utiles dans la théorie générale 
de l'élasticité {^Comptes rendus, t. CXXXVI, 19 janvier 1903, p. 139). 
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Les égalités (8) nous donneront 



. / dl\dèl dndin dt: dd^ 
^''^y-^d^J^'^à^'ld^'^à^'d^' 



(23) { _d*n ddZ d^di^ ^^ d^d^ ^d3rî dZ^àdZ dZ dJK 
^y*"" de '^ db '^ db de "^ de db'^ db de '^ de db '^ db de '^ de db* 



les points remplaçant quatre égalités qui se tirent des deux premières 
en permutant les lettres a, b, c. 

La modification considérée peut être regardée comme un déplace- 
ment infiniment petit imposé au système déjà déplacé et déformé; 
selon la méthode de Gauchy, ce déplacement infiniment petit est 
défini, en chaque point, par trois translations, qui sont^^, $y], S^, trois 

rotations -&>i, -&)„-a)„ trois dilatations D«, D2, D, et trois glisse- 
ments G,, G29 G3. 

Si Ton suppose les grandeurs %\^ Sy], S^ exprimées en fonctions 
de rc, y, 5, on a 



(^4) {^G. = ^-^^, .G.= :^^4.^, 2G,= î^-+.^^, 

ày' 
Mais on a neuf égalités que Ton peut tirer de celle-ci : 

(25) a3| _ dSj, da ^ dSî^ db ^ dd^ de 
dx da dx db dx de dx 

en permutant entre elles les lettres x, y, z d*une part et les lettres ^, 
yj, X. d'autre part; puis les égalités (5) donnent 

Ida _ I D(y, ^) da _ 1 D(g,ar) da __ j^D(x,y) 

dx~^ (QD{b,ey dy^ ii^ D{b,c)' di "" (5 D{b,c) ' 

(26) l^^ =' D(y>^) àb ^ 1 D{z,x) db _ i D(x,y) 
^ ^ ^ dx (ï)D(c,a)' dy ' Q D{c,ay d^ "" (ô D(c, a) ' 

dc^__± D(7,g) ^ — i. P(^»^) ^ — JL D(^>7) 

c)^""(D D(a,by dy^ (Q D(<7, 6)' dz" G^ D(a,6) ' 





lit = —7 > 


».= ^5 


* dy dz 




-.= t 


"'=<?/ dz' 




-t 
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Les égalités (24)t (^5) et (26) donnent 



(^7) 



*""(DL D(^c) da '^ D{c^a) db "^D(a,ô) dey 






I)(^,:r) dix \^(z,x) dix 
l)(c,a) db '^l)(a,b) de 



<28> ( D(a:,y)din D{x,y)di-n D(a^, y) di-nl 

' D(^c) da "^ l)(ic,a) dô "*" D(a,b) de y 



_ 2. r l)(j,a?) (^3C 



D(c,ûr) dô ■*" D(a,^>) de 



{29) j n(.r,.r) (^3y> y>(^,y) ddn D(j:,y) c^ati l 

* D(b,e) da D{e,a) db B(a, b) dey 



Dans chacun de ces trois groupes» les points remplacent deux éga- 
lités qui se déduisent de la première en permutant entre elles d*une 
part les lettres Ç, yj, ^ d'autre part les lettres x, y, s. j 

Des formules (29) on tire sans peine celles dontCauchy afait usage 
pour établir, en Hydrodynamique, le théorème de Lagrange et la con- 
servation du mouvement tourbillonnaire. 

Les six quantités Se,, S-j, Se,, Syi» §72» ^Yi s'expriment sans peine 
en fonctions linéaires et homogènes de D«, D2, D„ G|, G^, G,. 

Les égalités (2) et (28) donnent / . 

_ d^ di^ ày^ di^ às^ àiX 
* da de da da da da 

^ _d£ dii dx^ d^ dy^ di^ dy din dz^ diZ dz diX 
^^» "" 'àb'dc'^ de'db '^'àb de '^ de db '^ db 'dT '^ 'dS 'db* 



Développons les dérivées partielles de S^, Sy], S^ par rapport à a, 
bf c en fonctions des dérivées partielles des mêmes quantités par rap- 
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port à X, y, s, et nous trouverons 

' » fàxy,^ /àrYn /<^3\*« ày dz ^ dz dx „ dx dy ^ 
y ^àx\* ^àr\* . fds\* dvdz- ds dx „ dx dy „ 

^ dx dx ^ dy dy .. dz dz ^ 

^y^=^à-bTc^^^'TbTc^*^'rbTc^^ 

,2 V } [dy àz dy dz\^ (dz dx dz dx\^ (dx dy dx dy\r^ 

. dx dx ^ dy dy ^ dz dz ^ 

^y^'^^lSTa^^-^'^Tcda^^'^^TcTa^^ 

[dy dz dy dz\^ (dz dx dz dx\ (dx dv ^dx dy\^ 

\^'à^'^i;^Tcr''^^\di'd^'^d^ nr''^ ^ Uc 'àh "^ ^ àsr'' 



2 



^ dx dx ^ dy dy ,. ds dz ^ 

(dy dz dv dz\^ (dz dx dz dx\^ (dx dy dx dvN^ 

'^\à^rb'^dôd^n-^\diTb'^db'^^^ 

Moyennant les égalités (2), on peut» si Ton veut, dans ces éga- 
lités (3o), substituer les dérivées partielles des quantités ^, y]» ^ aux 
dérivées partielles des quantités a?, y, s. 

Aux axes rectangulaires considérés, substituons un nouveau sys- 
tème de coordonnées rectangulaires x\ y, z\ Désignons le cosinus 
de l'angle formé par un axe ancien, l'axe des x\ par exemple, et un 
axe nouveau, l'axe des x\ par exemple, au moyen du symbole (or, a?'). 
Au moyen de D,, D^, D,, G,, G^, G,, formons les expressions des trois 
dilatations D',, D^, D, et des trois glissements G',, G,, G', rapportés aux 
nouveaux axes. 

Les composantes du déplacement virtuel suivant les nouveaux axes 
sont 

aÇ' = (X, x') $1 -+. (y, x')in^ {z, x^) aC, 
ar,'z=(^,/)ô$-+-(y,/)ar,4-(5,/)dÇ, 

ÔÇ' = (X, z')i^^ {y, 5') à-n -h (c, z') aç. 
D. 3 
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D'ailleurs» nous avons 



et 



'ê =<-^>§ *<--')f -<-')^- 

^^, _(x,a:)^^ +{y.^)^^ +U^)-^. 

Ces égalités, jointes aux égalités (24), donnent la première égalité 

D; = {X, x'yOt H- (y, a:')»D,H- (a, ^')*D, 

+ 2(r. «') (2. a:')G, + a(a, x') (x, x')G,+ 2(0:, a:') (y, a;')G„ 

D; = (x,/)»D,+ (jr, y )«D.+ (*,/)' D, 
^ '^ ^ +2(j',/)(-,/)G.+ a(5,/)(x./)G.+ 2(^,/)(y,/)G., 

D',= (.r,3')«D,+ (y,5')'l>.+ (*.-')'D, 

H-2(jr,s')(5,5')G| +2(2,5')(a:,5')G, +2(^,5')(J,S')G,. 

Les deux autres se démontrent d'une manière analogue. 
Une démonstration semblable à la précédente nous donnera les for- 
mules 

aG',=:2(a:,/)(a:,c')D, + 20',/)(^,5')D,+ 2(5,/)(5,s')D, 

+ »[(«./)(/,-') + (/,/)(-> «')]G. + 2[(^,/)(5,5') + (*,/)(X,5')]G. 

(3a) J +2[(j-,/)(^,s') + (j;,/)(j',5')]G, 

aG; = 

aG;= 

Les expressions de G, et de G', se tirent de l'expression de G', en 
permutant entre elles les lettres x', y, s'. 

Supposons, en particulier, que les nouveaux axes soient les axes de 
dilatation relatifs au point M du milieu déformé (x, y, z); rapportés 
à ces axes, les trois dilatations infiniment petites et les trois glisse- 
ments infiniment petits qui correspondent à la variation infiniment 



(34) 
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petite imposée au milieu déjà déformé, seront 

A,=: D^X» 4- T>tTt 4- D,iS)î 4- 2G|!r,2b,4- 2G,2b,A;,4- 2G,^,^^. 
A,t=: DrXJ 4- D,?rî 4- D,2bî 4- aG,?T»5b,4- 2G,3b,-X,4- 2G,.X-,?r„ 

r, = x,.x,D, 4- ?rîg',D,4- 3i,i,D, 

(33) ( 4- (3b,!r3-+- ?r,5:^.)G,4- (^.,2b,4- 5c,a;,)G,4- (3-1^34- .X,.7.)G„ 

r, ^ a:,-X, D, 4- ?r,?J'iD,4- 2S,,2b,D, 

4-(âb,?ri4-?r,2bj)G|4-(^-,5bi4-2:'^,-X,)G,4-(?r.-X, + eX,.7,)G„ 

r, = eX-, .X, D, 4- JTi ^î I>« 4- 3bi r, D, 

I 4-(2),7,4-7i3^î)G|4-(.X.,t^,4-ab,.X,)G,4-(iTr^-i4-cX,70G,. 

Les six quantités A,, A,, A,, F,, F,, F, sont des fonctions détermi- 
nées de a, 6, c (ou de x, y, z) lorsque Ton connaît, en fonctions des 
mêmes variables, les six quantités ^, yj, ^, S^, Sy], S^. Nous aurons 
souvent, par la suite, à considérer les six fonctions (33). 

On peut se proposer de rechercher quelle variation subissent, au 
cours de la modification virtuelle considérée, les quantités a,, a^, a, 
et comment se modifient les axes de dilatation soit au sein du milieu 
initial, soit au sein du milieu déformé. 

Les égalités (19) donnent, en premier lieu, 

aJi = &,4-iei4-3e8, 

aj,= 4(e,-h €,) «e, 4- 4(e,4- e, ) ^£,4- 4(£i 4- £,) ^s,— ayi 3y, — 2y, «y,— ay, <}y„ 

dJ,zz:(4e,e,— y;)Ô6i4-(4ej£i-yî)3£î4-(4ei£i— yî)3£, 

4"(yty,— 2£iy,)«yi4- (yayi— 2£îyî)«yi4~(y,y,— 2£,y3)dy,. 

L'égalité (18) donne alors 

(35) [3S*--(6 4-4Ji)S4-(3 4-4Ji + J.)]ôS 

= 2(S-i)«aj, — (S-l)«J,4-2«J,. 

Si, dans cette égalité, on remplace SJ,, Sj^, Sj, par leurs expres- 
sions (34) et si, ensuite, on substitue à S soit S,, soit S^, soit S,, on 
obtient les expressions de SS,, SSj, SS3 en fonctions linéaires et homo- 
gènes de Se,, Sêj, Se,, Sy,, Sy^, Sy,. 
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L*égalité (9) donne 
(36) Ô(y = -^«S, 

expression qui permettra de calculer Sa,, Sa,, Sa, en fonctions linéaires 
et homogènes des mêmes quantités. 
Les égalités (i i) et (12) donnent 

1 (i 4- aei — S ) dJL -h yj dill 4- yi 33 h- ^l,( 2 âe, — 3S) -t- U^ 3y, -f- 8 dy,=r o, 
(87) I yi dJU -h (i -t- ac,— S) iifc -t- yi i3 -+- *l. iy, -h •^b( a 3c,— 3S) 4- S 3y, = o, 

( y, dX -4- yi iOb 4- (i 4- ae, — S) 33 4- X iy, 4- ife 3yi 4- ©(a 3e,— 3S) = o, 
(38) X 3x 4- ift> 3ifti 4- C 33 = o. 

Les trois équations (37) ne sont pas plus indépendantes les unes 
des autres que les équations (11) dont elles proviennent; chacune 
d*elles est la conséquence des deux autres. Deux quelconques de ces 
équations, jointes à Téquation (38) et à Téquation (35), déter- 
minent c^£|, 8t2^ Se,, Syi, Sya, Sy,. 

Enfin, la première égalité (i5) donne 

Mais les égalités (2) permettent d'écrire 

da \ daj dx da dy da dz ' 

à^_àid^ ( àtAd^ d^d^ 
db ~ db dx^y'^ db) dy db ds' 

de de dx de dy \ de) dz 
Ces égalités, jointes aux égalités (i5), transforment l'égalité (Sp) 
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en la première des égalités 



ï9 






db 






§-] 



(4o) 









Au second membre de chacune de ces égalités, les deux premiers 
termes sont des fonctions linéaires et homogènes de Se,, Sej, $£,, Syi, 
0Y2f ^Ts. niais il n*en est pas de même du troisième terme, qui ne se 
laisse point écrire sous cotte forme. 



CHAPITRE n. 

ÉQUILIBRE ET MOUVEMENT D^UN CORPS VITREUX. 



I. — Du potentiel interne d*un corps vitreux. 

Considérons un svstème continu et divisons-le en masses infini- 
ment petites; soient dm^ ^m' deux quelconques de ces masses. Le 
potentiel § de ce système peut toujours se mettre (') sous la formé 



(40 



^= C<bdm^^^ f fwdmdm', 



(^) Le potentiel thermod/namique et la pression hydrostatique ( Annales de l'Ecole 
Normale supérieure, 3* série, t. X, iSgS, p. i83). 
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chacune des intégrations s'étendant à la masse entière du système et 
les grandeurs $ et ^ dépendant d'éléments variables qui ont été énu- 
mérés dans notre Mémoire Sur le potentiel thermodynamique et la pres- 
sion hydrostatique. 

Nous allons particulariser de la manière suivante la nature des 
systèmes que nous allons étudier. 

Nous supposerons que Ton puisse toujours concevoir, pour chacun 
des milieux continus que nous aurons à considérer, un état où il serait 
homogène, oii il aurait en tout point la même densité et où il serait 
isotrope; nous prendrons cet état pour état initial. Nous supposerons, 
en second lieu, que l'état d'une masse élémentaire dans un état dé- 
formé quelconque dépende de sa température absolue T et des trois 
grandeurs a,, (Ta, <Ti, comptées à partir de l'état initial, mais point de 
l'orientation des axes de dilatation en l'état déformé. 

Quand un milieu remplira ces conditions, nous dirons que c'est 
un milieu vitreux ; un milieu non vitreux sera dit milieu cristallisé. 

En un milieu vitreux, la fonction $, qui est une fonction de Tétat 
de la masse dm, y compris sa température absolue, dépendra de T et des 
grandeurs a,, a,, a, relatives à un point de la masse ^/?2, sans dépendre 
de l'orientation des axes de dilatation au sein de la masse dm. Dès 
lors, selon ce qui a été vu au Chapitre I, § I, elle dépendra de T et des 
valeurs de J,, Ja, J3 en un point de la masse dm : 

(42) *==*(T, J„J„Ja). 

Quant à la fonction ^, elle ne peut pas dépendre des tempéra- 
tures T, T' des éléments dm, dm\ mais elle peut dépendre : 

1° Des grandeurs a,, (Tj, (J3 relatives à l'élément rf/w, et cela d'une 
manière symétrique, partant des valeurs J,, Jj» h relatives à un point 
de cet élément; 

2° Des grandeurs a,, a^, a, relatives à l'élément dm\ partant des 
valeurs J',, J'-,» K relatives à un point de cet élément; 

3^ De la distance r d'un point de l'élément dm à un point de l'élér 
ment dm' ; 

4^ De l'orientation mutuelle des axes de dilatation de l'élément dm 
et des axes de dilatation de l'élément dm\ 

Cette orientation est définie parles neuf cosinus dont on obtient les 
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valeurs en prenant l'expression 

et en y remplaçant de toutes les manières possibles l'indice e» d'une 
part, et l'indice/", d'autre part, par chacun des indices i, 2, 3; 

5® De l'orientation de la droite de jonction r des deux éléments par 
rapport aux axes de dilatation du premier élément; cette orientation 
est définie par les trois cosinus 



(r, l) = ^^^-,H.:?^;r. 







r r r 

6° De l'orientation de la droite de jonction rdes deux éléments par 
rapport aux axes de dilatation du second élément; cette orientation 
est définie par les trois cosinus 

(r',i')= f^^ .x; + ^^ T. + ^ K. 

En résumé, W peut dépendre des variables suivantes : 

IJi» «1» Jj» J|» Jj» Jj» 

?<^i, ïïi, ^t, X-.., tTi, ^'i, 

{x'-x), (/-/), (z'-z). 

Un cas très simple est celui où les actions mutuelles entre éléments 
du milieu sont newtoniennes ; on a alors simplement 

(44) W = «r/). 
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(45) 



II. — Variation virtuelle du potentiel interne. 

Posons, en général, 

/ d^ d« ()« 

] dSi OEi OZi 

i d^ d^ d^ 

(^'=-57.' ^'=-^,' ^»=-57.' 



égalités qui, en vertu des égalités (34) et (42), deviendront, pour un 
milieu vitreux, 

«1 = — :^ — 4(es -i- £1) jr - (4ej£i - yî) ^^' 



(45 bis) 



d^ d^ à^ 



dit 



a* , , d* 



d« 



<)« 



^*==>'»Âr;-<"'y'-^'*^'^dj;- 



Ces six quantités e,, e^, e,, g,, gt, g^ ont des valeurs déterminées, 
au point (^,7. s) et à l'instant /, lorsque l'on connaît seulement les 
valeurs, en ce point et à cet instant, de la température T et des six 
quantités 

£1, £j, h, y\> y» y»- 

En vertu des égalités (4^)< ^^ variation virtuelle la plus générale 
de $ est 

(46) - d* = - ^ ÔT + e, Ô£. + e, 5j, + «?, dî, + g^ dy, + g^ 3y, + ^, ôy,. 



La variation virtuelle la plus générale de '^peut, en se rappelant 
ce que nous avons dit au Chapitre I au sujet des variations des va- 
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riables (43)« se mettre sous la forme 

(47) W = A + A'+B + B'+C + C'. 

Les termes A, B, C sont les suivants : 

(48) A=-^-Sa>^^9y+-^dz=^Si^^è-n+-j^K 



( 5o) C = ^1 ae, -4- v|;, ag, -h ij;, as, 4- xi avi 4- xi *yt + x» *y»» 

^M i'a» ^8» X*» X.2' )C» ^'^^"^ ^^^ quantités dont les valeurs dépendent 
des valeurs prises, à l'instant /, par Ç, yj, ^ et leurs neuf dérivées par 
rapport à a:, y, 5, en un point (rr, y, z) de l'élément c//n et des valeurs 
prises au même instant, par les mêmes quantités, en un point x\y\z' 
de l'élément dm'. 

Les termes A', B', C se tirent respectivement des termes A, B, C en 
intervertissant les rôles des deux éléments dm et dm\ 

On voit alors que l'on a 

(5i) à C Cwdm'dni = i C C {X-hB-hC)dm'dm. 



Posons 



(5a) / 



^^^^-f^/"^'' **''=-/^^'"'' ^«'^-/i;^'^'' 
^^^=-'fË'/''''^ '"'^^-/S^'^'' ^-^-/S^'^'' 



D. 
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Les dix-huit quantités ainsi définies ne dépendent pas seulement 
de l'élément dm. Leurs valeurs au point (a?, ^, z) et k Tinstant / dé- 
pendent de Tétat du système tout entier à cet instant. 

Les égalités (48), (49)» (5o), (5i), (52) donnent 

(53) li f fwdm'dm^'- f(\ti^-{-YiS'n^ZiiK)dm 
J l \ ^i <rt fJt ) dx 









L|/3&| Li/3c, L,/3^a \ dâÇ 

(Tl OTj a, / (?5 

Mi/"»^! Mj/pXj Ms/éV'jX {/OTQ 

0*1 0*1 aj / (?j: 

\ on c^i «^1 / ^/ 

\ ff, 0*1 ffj / dz 



\ ffi ff» ff» / da? 

\ ffi ffi ffi / ày 

\ <yi (Tt a, / d5 J 

— r (^1/ ^fii -^ ^1/ dfii H- C,/ d£, H- Çi/ 3y, -f. g,/ dy, 4- g,/ iyt)dm. 

Les égalités (40> (4^) ^'^ (^^) font connaître la variation subie par 
le potentiel interne § en une modification virtuelle quelconque du 
système. 

L'expression de cette variation est d*une extrême complication. 

Elle se simplifie beaucoup lorsque les actions mutuelles des divers 
éléments du système sont newtoniennes. 



I 
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Dans ce cas» en effet, si Ton pose 



^'-/^ '£■"-■. 



(54) \^' = ~f 



d^ir)ôr^^,^ 



dr dy 

l'égalité (44) donne simplement 

(55) ^i f fwdm'dmz^-- f{Xidi-hYii-n-{-Zidi:)dm. 

III. — Travail des actions extérieures. 

Nous admettrons que le travail virtuel dtâ^ des actions extérieures 
se compose de deux termes 

(56) dG, = d(^,-¥-d^l. 

Le premier est le travail de pressions appliquées en chaque point 
de la surface S qui limite le système dans son état actuel de défor- 
mation 

id&, =z Ç(V^ix -h Py 3y + V^iz)dè, 

Le second provient d'actions exercées sur chacun des éléments de 
masse du milieu» actions analogues à celles que ces éléments exercent 
les uns sur les autres. L'expression de ce travail sera donc de la forme 

(58) rf6:= C{\cil^'iM'\'lcà^.)dni 

J L\ ^1 ^1 (Ti ) dx "J 
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Dans le cas où les actions extérieures sonl neçt^toniennes, ce terme 
se réduit à 



(59) 



dGl = Ax^d^ + Yeiti -*- Z^aÇ) dm. 



Les diverses égalités que nous venons d'écrire nous fournissent, 
pour toute modification isothermique virtuelle » Tcxpression de 



d(^^ — iâ • 



Posons 



(60) 



I p ff| 0*1 ffj 



i Cy = J (Lw + Lu) + ^ (L./ + L„) 4- fi (L., + L„), 

P ^1 0*1 ff, 

P 0*1 0*1 ff, 

1 art, = Ç» (M., + Mu) + °J' (M,, + M,.) + ^ (M., 4- M,.), 

p ^1 ^1 O"» 

i OIL^ = ^» (M,, 4- Mu) H- ^" (M,/ -h M,e) 4- "5- (M„ + M,e), 



«^1 



^1 



<y» 



ioïL, ^ Jl (Mu + Mu)H- §^(M,, + M.e)+ ^ (M„-hM„). 



^\ 



^% 



^i 



i ^, = ^^ (Nw 4. Nu) + ^•'•^ (N„ -h N,,) + ^^ (N„ + N,e), 
P ^1 ^1 0", 

i X^ = |l (N,, 4- Nu) + ^ (N,, 4- Nu) -h f-' (N„ 4- Nu), 
P ^1 ffi ffj 

i Ot, = -*• (Nw + N..) + ^ (N,, + N,.) -t- ^ (N... + N„). 

P O*! ff, ffj 



Posons également 



(6t) 



Ci = ei 4- Cl/ 4- Cu» 



C, =: e, H- C,/ 4- Cu, C, := Ci 4- C,/ 4- f 3e» 
(j'i = /S'i -^ tf 1/ -+- Çio ff 3 = ê', 4- g,/ 4- (Ju, 



(6a) 
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puis 

•»i fàs\* /àsV,. /às\\. dz dz ^ dz dz ^ dz âz ^ 

I ^ày ds^ dy dz ,dyâz^ ^f^ Élu.^il\r 
p '~da da ''^ db db *^dc de *^\db dc'^ de db)'" 
, (dy ds dy ds\ (dy dz dy dz \ 

'^\d'eTa^TaTc)^*'^\^Tb^dbTa) •>»' 
\ ^ _dz dx dz dx dz dx /dz dx dz dx\ 

p'-dià^^''^dbàb^*^ài'dS^*'*'\dbd^'^Tcdb)^'>' 
(dz dx dz dx\ (dz dx dz dx\ 

^\d^à^'^d^ 5?; J'"^ V^ db'^dbà^jy*' 
I _ _ dx dy dx dy ^ dx dy ^ (dx dy dx dy\ „ 

(dx dy dx dy\ „ (dx dy dx dy\ ^ 
\ '^\àc da^ da de) •" "*" \da db "*" db da) ^*' 

En vertu des égalités (3o), ces égalités (61) et (62) nous donneront 

(63) [ (e, + Cu+Cu)ôe, + (e,4-C«4-£„)ie. + (e,4-C,y4-C,«)ie, 

+ (5'i + (fu + (fu)^yi+(<S'i+îlV+Çi.)«y»+ (5-1 + 5,/+ (ji.)ayi]rf»t 
= [NxD, + N^D, + N;,D, + aT,G,H-aTyG,+ aT,G,]<te, 

dxa étant le volume de l'élément dm. 

Arrêtons-nous un instant à cette égalité et aux égalités(6i) et (63). 

Si les actions, tant intérieures qu'extérieures, sont newloniennes, 
les quantités C et g sont nulles; les grandeurs c,, Cj, c,, g,, g,, g, 
dépendent exclusivement de la température T au pointa;, y, z et des 
valeurs de e,, Ej, e,, Ym Ya» Y» au même point; celles-ci s'expriment, 
selon les égalités (8), en fonctions des dérivées partielles de ^, t], ^ 
par rapport à a, b, c, au point considéré; il en est de même, selon les 
égalités (2), de ^> ^> •••• Nous pouvons donc énoncer la proposi- 
tion suivante : 

Si les actions, tant intérieures qu'extérieures, auxquelles sont soumis 
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les divers éléments du système, sont newtoniennes, les valeurs de N^., N^, 
N,, T^f Tyf T„ en chaque point et à chaque instant, s'expriment par les 
équations (62) en /onctions des valeurs de 

T, 



55' 




ai 
de 


du 
Ta' 


W 


de 


0% 

55' 




dX, 
Te' 



au même point et au même instant. 

Cette proposition n est plus vraie lorsque les actions extérieures ou in- 
térieures ne sont plus newtoniennes, car les quantités C et <^ dépendent 
alors non seulement de la déformation au voisinage du point consi- 
déré» mais encore de l*état de tout le système et des corps exté- 
rieurs à Tinstant/. 

Dans ce cas général, les équations (40» (46), (53), (57), (58), 
(60), (61), (62) et (24) permettent d*écrire 

(64) rfSe-3T'^= r(P,a$4-Pydr3 + P,dÇ)rfS 

4- ACX/ 4- Xe) a$ -h ( Y/4. Ye)3rî -*- (Z, 4- Z,) aÇ] e//n 



-/( 



-/[ 






M^-f)--^(g-§)---(f-'^)]*'- 



Posons 



(65) 
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= »ar. ^— = ^a 



^z + ^x _ 



= 6^, 



l a 



■Çr — ^a 



^y» 



— ^z> — ^Zf 



29 



et l'égalité (64) pourra s'écrire 



(66) dS, — it^ = 



hf[(\,+ \e)il + ( Y<+ Ye) dti 4- (Z/ + Z,) iK]dm 



Au dernier terme du second membre de cette égalité, la quantité 
sous le signe jp qui peut s*écrire 

a pris la Forme du travail virtuel d*un couple élémenlaire. Ce couple est 
nul lorsque les actions sont newtoniennes. 

Moyennant des intégrations par parties et en désignant par a, p, y 
les cosinus directeurs de la normale à l'élément ^ menée vers Tinté- 
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rieur du milieu étudié, on peut remplacer l'égalité (66) par 

(67) rf5.-dT^= J\ [P»-(Nx-h-C«)«-(T,-HG,)P -(Ty + 6y)y 

+ [Pr-(T.+e,)«-(Ny + 3Ily)P -(T;c + Gx)y 

— (Jl,a— ^a,)yldif) 
-+- [P. - (Ty + G^)a- (Ta, + Ç«)i3 - (N, +%j)y 

L ' <Jî^ <?/ <?5 

r ,7 yK d(Ty+gy) ^(Tx+6x) (?(N,+ at,,) 

|^p(Z, - Z.) — ^ ^^ 

La première intégrale s'étend à tous les éléments de la surface qui 
limite le milieu» la seconde à tous les éléments de volume du milieu. 



IV. — Équations d'équilibre d*un milieu vitreux. 

Les résultats déjà obtenus nous permettent d'écrire les conditions 
d'équilibre d'un milieu vitreux. Ces conditions s'obtiennent, en effet, 
en écrivant que l'on a 

quelle que soit la modification virtuelle imposée au systëmc, partant 
quelles que soient, en chaque point, les valeurs de 8Ç, Sy], SÎ^. Nous 
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devons donc avoir, en tout point du milieu vitreux, 

— d^ — + — dP — ^ — Tz + -W - di^-P(^'+^')' 

(^^) \ — d^ — + d^ + Tz ^H^'-dT -P(Y.H- Y,), 

— dï^ — "^ -3^ -^ Tz ^~d7~ 1F=P^^' + '"' 

et, en tout point de la surface qui limite le milieu, 

l (N,+ -Cx)« + (Tî+ g,)P + (T^+ gy)y-;-A^y-A,|3 = Px, 

(69) (T, + g,)a + (N,. + 0Ry)(3 + (Tx+ g,)y + ^.a -^^y = P,, 

( ('IV + g,.) « + (Tx + Çx) P + (N. + XJy + .'RxlS - A,.a = P,. 

Ces équations, excessivement compliquées, se simplifient beaucoup 
lorsque les actions, tant intérieures qu'extérieures, sont newtoniennes; 
dans ce cas, on a 

4^j, =z o, Oit, = o, 3Î,; = o, 

ga = O, g,. =0, gj = O, 

Ax=0, ift.^ ^ O, ^j =0 



et les équations (68) et (69) prennent la forme classique 



«JN'x e)T. . dT, 



dx dy dz 

àrr, dNy dix ,v V ^ 

f dTy dTx (JN= ,„ ,, , 

1 Nx« + T,î3 + T,y = Px, 

(70 T,a + N^p + Txy=P,., 

(T,a4-Tx|3+N,7 = IV 

Dans ces égalités figurent les six quantités 

Nx, N,. N., 
Tx, T,. T, 
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qui se tirent des équations (62) en y remplaçant respectivement 

^1» <^î> ^3> Çl» (?t> (?3 

par 

«I, ^î» <?j, ^1. ^j» g%' 

Les conditions d*équilibre que Ton obtient ainsi sont équivalentes 
à celles qu'a données M. Boussinesq (*). 



V. — Équations du mouvement d'un milieu vitreux (*). 

Pour parvenir a la mise en équations du mouvement d'un milieu 
vitreux, il nous reste encore à former le travail virtuel des forces 
d*inertie et le travail virtuel de la viscosité. 

Le premier de ces deux travaux, immédiatement connu, a pour 
expression 

Le travail des actions de viscosité est d'une forme beaucoup plus 
compliquée. 

Dans le temps ^/, un élément de masse du système éprouve une 
déformation infiniment petite que l'on peut définir, en la rappor- 
tant aux axes Oj:-, Oj, 0:?, par les six quantités 

D, = d; dt, 1),= d; dt, D3= d; dt, 

Gj m G'i dt, ^'i= G 2 dty 63= G'3 dt. 

Au lieu de rapporter cette déformation à des axes arbitrairement 
choisis, on peut la rapporter aux seuls axes privilégiés que l'on recon- 



(') J. BoussiXESQ, Théorie des ondes liquider périodiques, Nolo IH (Mémoires pré- 
sentés par divers savants h Tlnstilut de France, t. XX). — Cf. E. et F. Cosserat, Sur la 
Théorie de l'Élasticité {premier Mémoire, n" 17). 

(2) P. DuiiEM, Sur la viscosité en un milieu vitreux {Comptes rendus^ l. CXXXVI, i fé- 
vrier 1903, p. 281 ). — Sur les équations, du mouvement et la relation supplémentaire au 
sein d'un milieu vitreux {Ibid., 9 février 190'i, p. 34H). 
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naisse à Tinstant t, au sein de Télément considéré, savoir aux axes de 
dilatation de cet élément; cette déformation sera alors définie par les 
six quantités infiniment petites 

a; dt, a; dt, a; dt, r, dt, r, dt^ r, dt, 

A',, A^, Aj, T\, r.^, r'g étant ce que deviennent les quantités A,, A,, A,, 
r,, Ta, Ta lorsque, dans ces égalités (33), on remplace D,, Dj, D.,, 
G,, Gj, G3 par D',, D^, D3, G',, G^, G3. Cela revient k dire que l'on a 

j A;=D;A;î4-D;g^Î4-D;^;H-2G;.7ii-i4-2G;2b,.x,-+-2G;A;,5,, 



La fonction dissipative S dxs^ relative au volume élémentaire fl^ar, 
devra être une fonction de la température T; de l'état de la masse élé- 
mentaire à l'instant /, c'est-à-dire des valeurs prises à cet instant, en 
un point de l'élément rfcr, par a,, o-a, o-j; enfin, de A',, A'^., A3, Y\, H,, 
r,; elle doit être une forme quadratique définie positive de ces six 
dernières variables. Des considérations de symétrie évidentes per- 
mettent d'écrire 

(74) i=: «((T,, 7^,73) a;» + fl(<7j, <7„<7i)A;* -f- rt(<73,<J„<J,)A;* 

-h 2 6 ( or,, (T„ <J,) a; a; 4- 2 ^*(<7„ <73, (T, ) A'3 a; -+- 2 6(<J3, <7„ <J,) ^'i ^î 

-h c((Xi, <j„(x,)rj» H- c(<j„(X3, <ji)r'/ -4- c((X3, cTi,ffî)r,* 
-^2d/(<j„(T„<j,)r;r3 +2d/((x„<j3,(x,)r3r; -+-2d/(<j„(x,,(x,)r;r, 
4- 2/((yi, (x„ <j3)a; r, -4- 2/((Xj, (X3, cT,) A;r; 4- 2/((X3, (7„ y,) A;r; 
4- 2[m((7i, <j„ (T3) r; -h /w((7,, (T3, (T,)r3 ] a; 
-h 2[m(ff„ <j3, ffjr; 4- m((7j, (7„ <T3)r;] a; 

4- 3[/?l((78, <J,, (7,)r', 4- W(<73, <7„ (7,)r,] A^. 

Les mêmes considérations de symétrie montrent que l'on a, quels 
que soient œ, d', a", 

flf (a, <7', C') = «(O-, fl\ 0-'), 

(75) { C((X, ff',(x') — c((T,(7%(t'), 

d/((X, 0-', <7") = di^fJy fj\ 0-'), 

/(cr,cr',(7^)^/(cr,(7%(7'). 

Enfin, les fonctions a, 6, c, e/, /, /w dépendent de la température T. 
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Si te milieu, au lieu d'être vitreux, était cristallise, la fonction dissi- 
pative S devrait être encore une forme quadratique définie positive de 

A',, a;, a;; r„ r;. r,; 

seulement cette forme ne serait plus nécessairement donnée par la 
formule (74); l^s coefficients de cette forme pourraient dépendre non 
seulement de T et de a,, o-j, œ,, mais encore de l'orientation des 
axes r, 2, 3 par rapport a la matière de l'élément dts. 

Imposons au système une modification virtuelle quelconque S^, oy], 
0^; à cette modification correspondront, en chaque point, trois dilata- 
tions virtuelles D,, D^, D3 et trois glissements virtuels G,, Gj, G, 
donnés par les égalités (24)» partant, six quantités A,, A^, A,, T,, 
Ta, r, données par les égalités (33). Le travail virtuel de la viscosité 
sera 

di 



(76) ^^^=-/(^^^-^A.-.^A. 






Posons 



/di ^. di ^^ di ^, di ^ ^ di ^ ^ di ^ ^ \ 

H- 2 ^ (7.->-,+ ''V-î-7,) + 2 ^ (.Ts-x, + .\.,.7, ) + 2 ^ (-7.-'v«+-'VJ..70] • 
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Selon les égalités (33), l'égalité (76) pourra s'écrire 

(78) €f:^^,'= r(v,D,4- VvD,-+- V-Ds-f- ÎÏTxGiH- 2Tj.ril4- ^TzG^) duS 

Si les quantités v^, v^., v,, t^, t^., t^ admettent, par rapport à x, y, z, 
des dérii^ées partielles qui soient ^nies, l'égalité (78) peut se transformer 
en 

(79) d^,z=^J[ (v^a -hTcl3 + r^7)â4 

Les formules (76) à (79) sont vraies également pour les milieux 
vitreux et pour les milieux cristallisés. 

Les équations du mouvement du système s'obtiennent en écrivant 
que l'on a, pour toute modification virtuelle imposée au système, 

(80) d^Dc—ij^ -f- d(r^j + d(£>y^ o. 

Cette égalité devant avoir lieu quels que soient S^, Sy], 8J^, on doit 
avoir, selon les égalités (67), (72) et (79) : 

I® En tout point de la surface qui limite le milieu 

(Tjr-f- t^y -+- Tv )« + ijx^^x + T,)(3 4- (N- H- ^z4- T. )y -h ^;^p - A^a = P^; 



36 p. DUHEM. 

2^ En tout point du milieu 

ôx dy dz ôz dy 

=p(x,-HX,-|;i), 



(8»)( 



dx dy dz ôx ôz 

dj7 d>j ôz ôy ôx 



VI. — Quantité de chaleur dégagée par un élément du milieu (*). 

Considérons un élément de masse dm = pdx3. Son entropie S^/ti 
est donnée par l'égalité 

ô^ 

D'autre part, les viscosités intrinsèques de cet élément effectuent, en 
une modification réelle ou virtuelle, un travail qui a pour valeur 

Dès lors, en une modification réelle ou virtuelle quelconque, cet 
élément dégage une quantité de chaleur rfQ qui a pour valeur [Re- 
cherches sur l* Hydrodynamique. Première Partie, égalité (80)] 



(83) 



Efi^Q= jTd^ — -(v^Di-4-VyD,4-v-D3 4-2T,Gi+aTvG,-h2r-G,)l<//w. 



(*) P. DuiiKM, Sur les équations du moiwement et la relation supplémentaire au sein 
d'un milieu vitreux {Comptes rendus, l. CXXXVI, p. 34'i; 9 février 1903 ). 



Posons 

(84) 
puis 

(83) 
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3? 



T d'Hf 



gi = -ï! 



T <>»* 



e. = -ï; 



T d«* 



E ^,<>ï 



E detdT 
__T <?'<& 



__T J'^ 
*''" E(>£,dT' 
T d'9 



gj-= 



E dy,dT 



ou bien, en vertu des égalités (3^) et (42), 

T r à-^ (>*$ d'4» 1 

T r d*^ d^^ d*^ 1 



(83 6(5) 

nous aurons, en vertu des égalités (34), (4^) et (83), 

(86) rfQ = — (c (îT + e, 5e, 4- o» Ô£,+ Cj Ô£j-h g, 3y, + g, 3y,4- g, è-/j)dm 



— 7v (v*'>i + '■'r'^i+ '■*;•>>+ 3rx(ii4- 27,0,4- 'iTiG,) ^«1. 

Re- 



posons 



fdzy- /dzy /âzy ôz dz di dz dz dz 



da db 
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, dy dz ^ dy dz dy dz 

da da ^ ôb âb de âc 



{àydz^dydz\ {iyà±.dydz\ (àydz_ dy d£\ 

\db de "^ de db) ^''^\dc da ■*" da de) ^'"^ \da db *^ db da) ^" 



(87) ] 
(suite) * 



dz dy dz 
)^''^\Ted^'^l^'de)^'-^ \Ta ^ 

; dx dz dx dz dx 

l 1^^''^ db db ^'"^ di 'd^^^ 

(dz^dx^ dz dx\ / dz dx^ dz dx\ /dz dx dz dx\ 

db 'd^ '^ Telb)^''^\di à^ '^ d^ d^)^^'^\d^db''''dbà^)^'' 

V dy dx dy dx dy 

'i'd7i^'~^lb'db^^'^~di li^^ 

( dx dy dx dy\ Idx dy dx dy\ /dx dy dx dy\ 

\ \M dU'^^db)^''^ [d^ dâ~^d^d^)^''^\à^M'^db ^'' 

En vertu des égalités (3o), l'égalité (86) deviendra 
(88) e/Q =- [c ÔT -h (^a, 4- -^) D » 4- (a,- -i- ^) 1), -h (a, -h ^) 1), 



4-2 



Toutes ces formules sont aussi vraies pour les milieux cristallisés 
que pour les milieux vitreux. 



VII. — Formation de la relation supplémentaire. 

Il nous suffira de trouver une autre expression de la quantité dQ 
pour obtenir, par le rapprochement de ces deux expressions, la rela- 
tion supplémentaire. 

Admettons que la propagation de la chaleur ait lieu exclusivement 
par conductibilité. 

La conductibilité du milieu en chaque point peut être définie par 
les trois coefficients de conductibilité suivant les directions des trois 
axes de dilatation, directions que nous désignerons par les indices i, 
2, 3; visiblement, ces coefficients peuvent être représentés par 



K(T, (7i, (72, ffj, K(T, ff„ ^3, (7i), K(T, fiTj, (7|, (7,), 
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la fonction K(T, or, a', cr") vérifiant, quels que soient T, c7, rs\ g'\ 
l'égalité 

K(T, ^,^', cr^) = K(T, ^, cr%cr'). 

Nous les représenterons abréviativement par 

"If Kj, Kj. 

Nous y gagnerons d'ailleurs en généralité, car nos formules devien- 
dront également applicables aux milieux cristallisés; K,, Ko, K.-, dé- 
pendront, dans ce cas, non seulement de T, de œ,, Œo, Œj, mais encore 
de l'orientation des axes i, 2, 3 au sein de la matière cristalline. 

Soit dL un élément dont la demi-normale n fait, avec les axes de 
dilatation, des angles ayant pour cosinus cos(/i, i), cos(/i, 2), 
cos(/2, 3). Dans le temps dl^ et dans le sens opposé â la normale /?, 
l'élément dL est traversé par une quantité de chaleur 

K,-7-cos(w, ])-hKi—cos{n, 2) 4- K3-r3-cos(/ï, 3) L/2r//, 

i)T /W /9X 

-y-, j-y -Tj étant les dérivées de la température prises respectivement 

suivant les directions i , 2,3. 
Or on a 

dT _ dT ^, ÔT ^ àJ ^ 
(il âx Oy dz 









Si l'on pose 

ros(/i, .r) = a, cos(«, v) ==:: j3, cos(/i, z) := y, 



on a 



C0S(/I, 2) = cx.'V,4-(3ir,4-y2b„ 

cos(/?, 3) = «->:.3-i-;3.!r3 4-yt^3. 



D. 
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Soient, pour abréger, 

K. = K.i-î +K,i-î +K.Te>î, 

L'égalité (89) deviendra 

Considérons une surface fermée S; dans le temps dt, la partie du 
milieu que limite cette surface fermée dégage une quantité de chaleur 

(92) Qdtr=dejqd2, 

q étant donné par la formule (91), où a, p, y sont les cosinus direc- 
teurs de la normale a l'élément dit vers Vintérieur de la surface S. 

Il suflît de transformer, en l'égalité (92), l'intégrale de surface en 
une intégrale étendue au volume que circonscrit cette surface, pour 
obtenir le résultat suivant : 

Chaque élément de masse dm = pdts dégage, dans le temps dt^ une 
quantité de chaleur 

+ i_/'c^+K Î^ + C ^) 
dyx'da; ^ dy '' dz ) 
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D'autre part, cette même quantité de chaleur doit être donnée par 
l'égalité (88), si l'on y pose 

G, = G', dl. G, = g; dt. G, = G', dt. 
On doit donc avoir 

P'^Vdx dt âf dt'^ dz dt'^ ât) 

+ (P«'+I^)l>'.+ (pa, + j)D;+ ^pa,4-^)D; 
+ 2(pbx+f)G'.+2(plv+^^)G; + 2(pb,4-g)G', 

d (,. dl ., d'ï ,, dT\ 

-TA'''dI-^'''d^-^^'d^) 

d ( d-i dï <>ï\_„ 
-d-=\^^d:i^^'-d^^^---d-z)'-''' 

C'est la relation supplémentaire que nous nous proposions d'établir. 



DEUXIÈME PARTIE. 

LES KILIEUX VITREUX PEU DÉFORMÉS. 



CHAPITRE I. 



ÉQUIUBRE ET MOUVEMENT DTN MILIEU VITREUX FAIBLEMENT ÉCARTÉ 

DE LÉTAT INÏTUL. 



I. — Équilibre d*un milieu vitreux faiblement écarté 
de Tétat initial. 

Les considérations développées dans la première Partie de ces 
Recherches nous montrent de quelle manière on peut logiquement 
mettre en équations les problèmes relatifs à l'équilibre et au mouve- 
ment d'un milieu vitreux. Mais cette mise en équations, fort compli- 
quée d'ailleurs, est plutôt figurée qu'effective. A chaque instant, nous 
avons fait figurer dans nos équationsdes quantités telles que eXf , c,, a, 
ou que les-X/, J/, %i\ or, pour obtenir effectivement les expressions 
de ces quantités en fonctions de $, y], X, et de leurs dérivées par rapport 
à a, 6, r;, il faudrait au préalable résoudre l'équation (lo) de la pre- 
mière Partie, qui est une équation complète du troisième degré par 
rapport à la variable S. 

C'est donc seulement dans certains cas particuliers où l'on aura, 
par des hypothèses convenables, grandement simplifié le problème, 
que l'on pourra parvenir à une mise en équations effective de ce pro- 
blème. 

D. 7 
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Nous allons aborder, en cette seconde Partie, un cas particulière- 
ment simple que nous définirons de la manière suivante : 

I** Les actions, tant intérieures qu'extérieures, sont newtoniennes; 
2° Les quantités Ç, y], Ç et leurs dérivées partielles de tous les ordres 
par rapport à /, a, 6, c sont assez petites, en tout point, pour que Ton 
puisse, dans les calculs, les traiter comme des infiniment petits du 
premier ordre- 
Dans ces conditions, les égalités (8) de la première Partie deviennent 

i -àl _àn _âK 

)'*-5^' ''-âb' ''-Te' 

f y*- ïï^ "^ W >''- -d^'^ôh' ^^'- db ^ d^' 

tandis que l'égalité (4 bis) de la première Partie devient 

Les égalités (27) et (28) de la première Partie ou bien encore les éga- 
lités (3o) de la même Partie donnent 

^■=*^'=-dJ' ^*=^^=-dF' ^'•^"'^^-dc' 

, „ dit: dd^ 

iy,= ^G.= .J^ — . 

Dans le développementde la fonction $ suivant les puissances crois- 
santes de £<, 62, £,, Yu Ta' Y»' arrêtons-nous aux termes du second 
degré par rapport à ces variables. La fonction $, devant dépendre 
exclusivement de T et de J,, Jj, J,, devra être indépendante de J,, du 
premier degré en Jj et du second degré en J,, sans contenir le pro- 
duit J^J^; nous aurons donc 

<I^=(po(T)-h(p.(T)J,-+.9,(T)JÎH-9;(T)J» 



(3) 
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OU, selon les égalités (19) de la première Partie, 

(4) * = ?.(T)4-9,(T)(e,-l-t,-l-ï,)-4-?»(T)(e,-+-«, -+-e,r 

+ 4?; (T)(t,ï,-4- e,«, + £,ï,) — çUT) (yî+ yî + yî). 
Posant 

( a.%t?.(T)+2?;(T)] = A(T), 
) •,?.o,ç;(T)--M(T), 



(5) 



nous pourrons écrire 

(6) p.* = p.9,(T) + p.(p,(T)(£, + s, + ï,) + ÎA(T)(e, + e,- 
+ J M(T) (ae; + aef + at» + y» + yj + yî). 



■«,)* 



Les égalités (45) de la première Partie deviennent alors 



(7) 



p.e,=:-p.9,(T) — A(T)(e, M- £, + £,) — aM(T)£„ 
p,e,=-p,?.(T)-A(ï)(£,H-£,-f-e,)-aM(T)£„ 
p,e,=-p,(p.(T)-A(T)(£,4-£,+ £,)-aM(T)£„ 
p,5-,=— M(T)y„ 
p,5', = -M(T)y„ 
p,5', = -M(T)y,. 



Les égalités (61) et (62) de la première Partie donnent sans peine 

I Na=:po^„ Nj-— p,e„ N- — p,e„ 
j Tx=p„A'„ Tv=:poéri, Tî=p„^', 

ou bien, on vertu des égalités (7) et (i), 

N,=-,.„(T)-.MT)(| + ^-.|)-,M,T,f,, 
N,-=-p.„«T,-UÏ,(§ + ^' + ^)-,M,T,^', 
N. = -,.„<T,-A,T,(|*^-.§)-,M,T,«, 
•r,=-M(T,(g + §), 
T,=-M(T,(£h-|), 



(8) 



P. 
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D*ailleurs, Tégalité générale 

da ^ dx da dy da dz da" dx \ da) dr da dz da 
donne la première des égalités 



<?N, dîi:r 


Jï, dfT, 


dTy dTy 


dx ~ da' 


dy - db' 


dz - de ' 


ar, di.. 


d^y d^r 


dT, ifl. 


dx da ' 


dy ~ db' 


dz ~ de ' 


dx da* 


dT^ dT^ 
dy - db' 


d^z d^.. 
dz - de 



d^x , dT, 1 dTy 
da db ' de 


— Pa(\i-h\,), 


dTz d^y dT, 
da db de 


-po{\'i-h\\), 


dTy 1 aï. 1 dT, 

da db de 


= p„(Z,+Z,). 



(9) 



Dès lors, les équations (70) de la première Partie, vérifiées en tout 
point d'un milieu en équilibre, peuvent s'écrire 



(10) 



Quant aux équations (71) de la première Partie, il est permis de les 
écrire en donnant aux quantités N/, T,- les valeurs qu'elles prennent 
non pas en un point de la surface déformée, mais en un point de la 
surface primitive; on peut également regardera, p, y comme les cosi- 
nus directeurs de la normale à la même surface. 

Les égalités (8) et (10), jointes aux équations (71) de la première 
Partie nous donnentalors les équations d'équilibre d'un milieu vitreux 
très peu écarté de l'état initial, ce dernier n étant pas forcément un état 
d'équilibre sous l'action de forces nulles. Ces équations sont les équa- 
tions de Green et de Lamé, complétées comme l'a indiqué M. Poin- 
caré (*). 

Nous n'insisterons pas sur ces équations bien connues. 

(•) H. PoiNCARÉ, Leçons sur la Théorie de l'Élasticité, p. 54; Paris, 1892. Leçons sur 
la théorie mathématique de la Lumière, p. 3i; Paris, 1889. 
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IL — Équations des petits mouvements d*un solide vitreux (M- 

Le travail virtuel des actions d'inertie ne change pas de forme 
lorsque Ton suppose que $, y], T^ sont des quantités très petites; il con- 
tinue à être donné par l'égalité (72) de la première Partie; au con- 
traire l'expression du travail virtuel de la viscosité subit de grandes 
simplifications. 

L'expression de la fonction dissipative Jr, qui détermine l'expres- 
sion de ce travail virtuel, dépend : 

I** De l'état de déformation du système au point (x, y, s) et à 
l'instant /; 

2** Des vitesses de déformation D',, D^, D3, G',, G^, G, qui déter- 
minent la variation que subit la déformation au point (*r, j, z) entre 
les instants ^ et (^ -h dt). 

La fonction dissipative est, d'après les égalités (73) et (74) de la 
première Partie, une forme quadratique de ces six dernières va- 
riables, les coefficients de cette forme dépendant de la déformation au 
point (a?, j, 2) et à l'instant ^. 

Si, sans changer les valeurs de D',, D!,, D^, G^ G^, G,, on supposait 
la déformation au point (cc.y^ 5), à l'instant /, infiniment peu diffé- 
rente de ce qu'elle esten réalité, il est clair que l'on altérerait JF d'une 
quantité infiniment petite par rapport à elle-même- 

Or, dans le cas qui nous occupe en ce moment, le milieu à l'instant / 
est infiniment peu déformé; nous pourrons donc, pour déterminer S, 
raisonner comme si l'état du milieu à l'instant /était identique à l'état 
initial. 

Or, dans l'état initial non déformé, on peut regarder trois droites 
rectangulaires quelconques comme étant les trois axes de dilatation. 
Il nous est donc loisible, dans la formule (74) de la première Partie, 
de regarder A\, Ag, A,, T',, T^, F'^ comme les vitesses de déformation 
rapportées à trois axes rectangulaires quelconques; la valeur de S devra 
être indépendante du choix de ces axes. 

(*) Sur le mouvement des milieux vitreux, affectés de viscosité, et très peu déj ormes 
(Comptes rendus, t. CXXXVI, p. Sga, 9 mars 1908 ). 
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Or» la déformation infinimeot petite dont 

(II) i)\dc, D;rf^ d;</i, iv.di, g;^//, G'^de 

sont les composantes peut se ramener k trois dilatations 9',^/* W^^t^ 
W^dt suivant trois certains axes rectangulaires; rien ne nous empêche 
de supposer que ces axes sont ceux auxquels il faut rapporter la défor- 
mation ( 1 1) pour obtenir la déformation 

i\dt, i.di, l'^dt, T\df, r;r//, r;^/, 
cas auquel nous aurons 



(13) 



I r; = o, 



A' — n' A' — JB' 

r;=o, r;=ro. 



Si nous posons alors 



a(o, o, o)=:A(T), 
6(0, o, o) — a(o, o, o) — B(T), 

Tégalité (74) de la première Partie deviendra 

(i3) i^-A(T)(B;4-o; + 5;)«-^.B(T)(«;B;4-B;B; + «;o:). 

D*autrepart, on sait que W\f 3P.j» W^ sont les trois racines de l'équa- 
tion [Recherches sur r Hydrodynamique ^ i^ série, première Partie, éga- 

lité (29)] 

J);-D' G, V,-, 

g; i);-d' r,\ 

uu bien 

(i4) 9"—( i>',4- «; -t- 1)',) fl'« +(d; i);-i-D; b\ +d', d;— g,»— g;»— g;*)»' 

-(I)',d;d; + 2g;g;g;-u',g',«-d;g',»-d',g,')=o. 

L'égalité (i3) devient alors 

ii5) s= A(T)(i);-(-i);-t-iy,)' 

+ H ( T ) ( 1»; i>; -t- d; d; + d ; d; - g,» — g;* — g'; ) 
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ou, en posant 

(i6) 



3A(T)-l-B(T) = ).(T), 
-B(T) = 3^(T), 



+ (t( T ) ( D',' -H D;» + D* -h 2 G',' + a G',» -h a G',' ). 



Dès lors, on trouve sans peine qu'on l'on a 



(i8) 



avec 



aG',= 



v,=-à(T)(D',+ d;+d;)-2kt)I);. 

v^=.-X(T)(DlH-D;-t-D;)-a,x(T)D:, 

v,=-X(T)(d; + d; + d;)-2,x(T)d;, 
t,=-2,*(T)g;, 

Ty=-ap{T)G;, 
T,=-a,*(T)Gi. 



IV- '^'^ 






a g; 






I)' - '^'" 



da ùt ' de àt 



2g;: 



à'I 



dH 



ôb àt da ôt 



en sorte que les égalités (i8) deviennent 



(■9) 



-.ir^.à ( dl dri d'iX „..,T,, ô^fi 



=-l{T) 



àt\da 



Tx = - 






-f*(T) 



dt\da 



àb ' de 
dbj' 



j-^f^^T)!^, 






Enûn, les équations (82) de la première Partie, vraies pour tout 
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point du milieu» deviendront 

^^ — -^ — Tb — -^ Te -P«(,^'+^'-dïîj' 

^''^' \ da ^ db ^ de -p.|^».+ it' ^^.y 
I — 5ii^-^ — db — -^ — di — =p»[^' + ^^'--dr'r 

tandis que, selon les équations (81) de la première Partie, on devra 
avoir, en chaque point de la surface primitive, 

(ai) (T= + T,)« + (Ny-i-Vy)^ + (T,4-T,)y = P,., 

( (T^ 4- T,.) « + (T,+T,) ? + (N, -H V,) y = P,. 

A ces égalités, il faudra joindre l'équation de continuité qui sera, 
selon les égalités (22) de la première Partie et (2) de la seconde 

Partie, 

/âl ^ àr, àK\ 

^'>-?=p[ra-^rb-^Tc) 

OU, en négligeant un infiniment petit du second ordre, 

("> p-^'^-p^yj^^ôb^àer 

III. — Quantité de chaleur dégagée dans une petite déformation 
d'un solide vitreux peu écarté de Tétat initial. 

Les égalités (8G) de la première Partie et (3) de la seconde Partie 
permettent d'écrire cette quantité de chaleur sous la forme 

„3, .Q=-[p.c,-T*(M,*i-)^*(p.e.-.^)!^*(p...+ j)^J 



(a4) 
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tandis que les égalités (85) de la première Partie et (i), (4) et (5) de 
la seconde Partie donnent 

„p_ Tf rfy,(T) rfA(T) /d$ dn d^\ rfM(T) dC] 

T rfM(T) /dn , dC\ 

T rfM(T) /d; dg\ 
P'S'— Ë-rfr-id^ + d^j' 

T rfM(T) /d^ , dn\ 

P'S'— È-rfr^Ldô-^d^j- 
Si l'on veut exprimer la quantité de chaleur dégagée dans une mo- 
dification réelle ou virtuelle, on voit que l'infiniment petit principal 
de cette quantité se réduit à 

Les trois quantités a,, a,, a, sont sensiblement égales entre elles et 
égaies à I ; on a donc 

/•(T, ff„ <j„) = X-(T, (T,, ff„ ff.) = A-(T, (T,, a„ ff,) =/•('»'). 
Si l'on observe en outre que l'on a 

-7iS., -+-g',i,-+-ir,i-, = o, 

Jc, -"V-, + i, -X-j + %j .\-, =: O, 

a:, .T, H- -V, -y, + .V, -J, =: o, 
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on voit que les égalités (90) de la première Partie deviennent 

C^ z=: Cy ^= Cz =^ O. 

On a, d'ailleurs, en supposant que -j-j ^> j- soient infiniment 

petits comme Ç, v], t[, et en se bornant aux infiniment petits princi- 
paux, 



dT <?T 


dT dT 


«^T _ (?T 








ÔJc ~ da 


dy " db ' 


ds de 



et Tégalité (93) de la première Partie prend la forme 

(,6) rfQ=_^(T)(^+l^H-^)^rf.. 

La comparaison des égalités (23) et (26) donne la relation supplé- 
mentaire 

, , dT Trfa>,(T) d M dn dK\ ,,rrJd*T dTÏ à^T\ 

IT. — Problème de M. O.-E. Meyer. 

Nous allons simplifier encore le problème qui nous occupe au 
moyen des hypothèses suivantes : 

1^ Les actions auxquelles le milieu est soumis sont purement 
superficielles, en sorte que Ton a, en tout point, 

(28) X/-hX,=:o, Y/H-Y,3zo, Z,4-Z, = o; 

2"* La température est uniforme et constante pendant toute la durée 
du mouvement, en sorte qu'il est inutile de la faire figurer dans les 
équations et que Ton a, en outre, 

(29) cpi(T)=:consl. 

Dans ces conditions, les équations des petits mouvements d'un 
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solide vitreux deviennent, en vertu des égalités (8), ( 19) et (20), 



(■*-«)à (i-jî-i)*»-^^ 



4-(X + fx). 



^^-f:-S-^ 



dt 



(3o) 



ôa dt \ ôa 



^'-P'âïï 



f>L^_, 



4-(X -\- ix) 



(A 
(X - 



dbôl \da 

< (I 

'^' dcdt \da 



El 
db 

dr, 
db 

àv 
db 



de 



) 



-MAC 









Si l'on faisait, dans ces égalités, 



(3i) 



A = M, X =: jUl, 



on retrouverait les équations que M. O.-E. Meycr (*) a obtenues au 
moyen de considérations moléculaires. 

Ces équations sont du type auquel s'applique le théorème de 
Clebsch généralisé (^); la formation de leur intégrale générale se 
ramène à la formation de l'intégrale générale de Véquntion aux 
dilatations et de l'intégrale générale de Véquation aux rotations, 

\j équation aux dilatations est 



(32) 



(X4-2p)^A5-^(A-f-.M)A^-po-^-^.= o. 



ôt^ 



Véquation aux rotations est 

]UL ^ Aw -h M Au 



dt' 



= o. 



(*) O.-E. Meyer, Zur Théorie der inneren Reibung {Borchardt's Journal fur die 
reine uud angewandte Mathematik, Bd. LXXVIH, 1874, p. i3o). 

(«) Sur la généralisation d'un théorème de Clebsch {Journal de Mathématiques pures 
et appliquées f 5* série, l. VI, 1900, p. 21 3). 

D. 9 
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La stabilité de l*état d*éqiiilibrc pris pour état initial équivaut, 
comme l'on sait ( Voir plus loin, Chapitre II), aux conditions 

3A-4-2M>o, 
M>o, 

(34) ; ^ . 

partant 
A -h 2M>o, 

tandis que les conditions de signe imposées à la fonction dissîpative 
équivalent aux inégalités [Recherches sur rHvdroIynnmique, i"** série, 
I** Partie, inégalités (37), (38) et 39)] 

3X-+- 2|j. >o, 

(35 ; 

parlant 

1-h 2fJL>0. 

Les deux équations (32) et (33) sont donc toutes deux du type 
(36) A^^AV4-BAV-C^=o. 

où l'on a 

ot où A, B, C sont trois quantités positives. 

Nous avons h plusieurs reprises attiré l'attention sur cette équa- 
tion (*), qui joue un rôle essentiel dans diverses questions de Phy- 
sique mathématique. 

Soit S une surface tracée dans l'espace des a, b, c; peut-elle être, 
pour la fonction V, une onde du troisième ordre ? 

La surface S partage l'espace en deux régions, que nous désigne- 
rons par I et 2. Si nous menons à la surface 2 une demi-normale 

( * ) Sur la théorie électrodj'naniique de Ilelmholtz et la théorie électromagnétique de la 
lumière (Archives néerlandaises des Sciences exactes et naturelles, série 11, t. V, 1901, 
p. ^27). — Recherches sur l' H/drodynamique, i" série, 2* Partie, équation (106). 
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dirigée du côté 2 au côté i, nous désignerons par a» p» y ses cosinus 
directeurs. 

Du côté 1 , la fonction V a une détermination analytique V, que Ton 
pourrait également prolonger du côté 2; mais, de ce côté, V a une 
autre détermination analytique V^ ; U = V^ — Vf est une fonction ana- 
lytique, définie en tout point du côté 2, et y vérifiant Téquation 

{36 bis) a|-AU-+-BAU-G^=o. 



di dt* 



Comme Ton a, en tout point de la surface S, AU = o, -j-f = o, Téqua- 
tion (36 bù) montre que l'on y a aussi 

(37) ^^AU..o. 

Soitx la vitesse de propagation de l'onde S, dirigée du côté 2 au 
côté I ; selon les lemmes de M. Hadamard [voir nos Recherches sur 
r Hydrodynamique, i'^® série, 2,^ Partie, égalités (ii5)] il existe, en 
tout point de la surface 2, une grandeur v) telle que Ton ait 

Cette égalité, jointe à l'identité 

transforme l'égalité (37) en 

(89) xi:) = o. 

Si l'on n'a pas x = o, cette égalité donne t) = o; ce résultat, reporté 
dans l'égalité (38), montre que toutes les dérivées partielles du troi- 
sième ordre de U sont nulles sur la surface S. La surface S est alors, 
pour la fonction U, une onde d'ordre supérieur à 3. 

Si l'on a X = o, l'égalité (38) est identiquement vérifiée ; la relation 
(37) nous enseigne que toutes les dérivées partielles de la fonction U 
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s'annulent sur la surface 1, sauf les dérivées 



daPôMdC 



(p-h(/-\-r=^). 



Ainsi, les seules ondes du troisième ordre que puisse admettre une inté- 
grale V de l'équation (36) sont des ondes immobiles au travers desquelles 
toutes les dérivées du troisième ordre de V imrient d'une manière continue, 
sauf celles qui ne résultent d'aucune différentiation par rapport à t. 

Toute intégrale de l'équation (36) vérifie aussi les équations que 
l'on en déduit par des differentiations successives. Dés lors, on peut 
étendre le théorème précédent en lui donnant la forme que voici : 

Les seules ondes d'ordre n (n^'i) que puisse admettre une intégrale V 
de l'équation (36) sont des ondes immobiles au travers desquelles les 
seules dérivées d'ordre n de la/onction Y qui soient discontinues sont celles 
qui s'obtiennent sans aucune dérivation par rapport à t. 

Selon le ihéorëme de Clebsch généralisé, toute intégrale des équa- 
tions (3o) peut se mettre sous la forme 



(4o) 



étant une intégrale de l'équation (32) et P, Q, R trois intégrales de 
l'équation (33), liées entre elles par la relation 

âP dQ dn 

Il est clair que pour qu'une surface S soit onde d'ordre n pour les 
fonctions $, y], ^, il faut qu'elle soit onde d'ordre (n 4- 1) pour l'une 
au moins des fonctions 0, P, Q, R et d'ordre égal ou supérieur 
à (n '{- f ) pour les autres. D'où la conclusion suivante : 

Une surface S ne peut être onde d'ordre /^(A^^2) par rapport aux 
Jonctions Ç, y], î^, que si elle est immobile dans l'espace des a, è, c. 



l 


_àë dQ 
da de 


dR 
db' 


■f) 


d» dix 
~ db'^ da 


dP 
~db' 


K 


dB dP 
~ dc'^ db~ 


dQ 
da' 




dadt ' dcdt 


d'R 


d^S <?«R 


t^'P 


dbdt ' dadt 


Jcrfi' 


d»e d*P 


d'Q 
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D'ailleurs, d'après ce que nous avons vu, une oncle d'ordre 
n(n^3) par rapport à l'une des fonctions 0, P, Q, R est aussi d'ordre 

au moins égal a n par rapport a sa dérivée par rapport a /: -r-^ -tjj 

dt' ât' 
D'autre part, les égalités (4o) nous donnent 



{42) 



dcôt dbdt dadt 

Nous voyons alors que toute onde d'ordre n (^n^i) pour les fonctions 
^, Y], X, est, en général, onde d'ordre n pour les composantes w, i% w de 
la vitesse. 

En revanche, elle est^ en générai, onde d'ordre (n — i) pour les déri- 
vées partielles de J[, y], J[, par rapport à a, b, c, partant, selon les 
égalités (8), pour les quantités N^r, N^, N„ T^., T^,, T^. 

En résumé, si l'on considère les petits mouvements d'un milieu vitreux, 
ajfecté de viscosité^ très peu écarté de l'état initial et soumis aux condi- 
tions imaginées par M. O.-E. Meyer, ces petits mouvements peuvent pré- 
senter des ondes. Ces ondes, d'ordre n(n^ n) pour les composantes w, v^ 
(V de la vitesse, sont en général d'ordre (n — i) pour les quantités N/, T,-. 
Pendant toute la durée rlu mouvement, elles séparent les mêmes masses 
matérielles. 
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CHAPITRE IL 

DE LA PUOPAGATION DES ONDES DANS LES MILIEUX VITREUX 
TRÈS PEU DÉFORMÉS (»). 



I. — Des ondes du second ordre en a, \\ iv, dans un milieu vitreux très 
peu écarté de Tétat initial, animé de mouvements très petits et conduc- 
teur de la chaleur. 

Le théorème précédent est soumis a certaines restrictions, celles-là 
mêmes qui définissent le problème de M. O.-E. Meyer. Nous allons le 
généraliser en nous servant, pour le démontrer, non plus des formules 
que renferme le paragraphe 4 du Chapitre I, mais des formules qui 
ont été données aux trois premiers paragraphes du même Chapitre. 

Considérons, dans l'espace des «, b, c, une surface fixe ou variable ^ 
qui soit onde d'ordre v pour $, v], JI. Cette surface sépare l'espace en 
deux régions i et 2; la normale, menée de la région 1 à la région 2, 
fait avec les axes de coordonnées des angles /, m, n. 

Du côté I de la surface 2, les fonctions $, y], 'C admettent les déter- 
minations analytiques $,, y],, t^ ; du côté 2, elles admettent les déter- 
minations analytiques $2» ^2» ^2* Posons 

(43) ^,-^, = F, -n.-Yî.zziG, Ç,-Ç, = U. 

Toutes les dérivées partielles de F, G, H, par rapport a a, b, c-, /, 
jusqu'à Tordre (v — i) inclusivement, s'annulent sur la surface S. Il 
n'en est pas de même des dérivées d'ordre v. Selon les lemmes de 
M. Hadamard (Voir nos Recherches sur l'Hydrodynamique, i*"* série, 
2* Partie, Chapitre II, § 5), il existe un vecteur #, (j, 5e, défini en 



( * ) Sur es ondes au sein d'un milieu vitreuse affecté de viscosité et très peu déformé 
Comptes rendus, t. CXXXVl, 2!i mars igoS, p. 733;. 
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chaque point de la surface S, tel que l'on ait 
d'Y 



dat*db'tdc''dt' 



z=z{—Sf^yii'nifn''S, 



X étant la vitesse de propagation de Tonde dans l'espace des a, b, c. 
Supposons, tout d'abord, 

(45) .91» = o. 

Dans ce cas, Tonde est immobile dans l'espace des a, b, c\ dans l'es- 
pace des x,yy z, elle sépare sans cesse les deux mêmes portions du 
milieu. 

Les égalités (44) nous montrent que les seules dérivées d'ordre v 
de F, G, H qui ne s'annulent pas sur la surface S sont celles qui n'im- 
pliquent aucune dérivation par rapport à /. Observons que 

m u=j^. r^-, ,r=-, 

et nous parviendrons h la proposition suivante : 

Si une onde S sépare constamment les deux mêmes portions du milieu et 
si elle est d'ordre v par rapport aux composantes \, r^^X^ du déplacement , 
elle est au moins d'ordre v par rapport aux composantes u, r, (v de la 
vitesse. 

Si, au contraire, l'onde S se propage au sein du milieu de telle sorte 
quelle nen sépare pas toujours les deux mêmes parties, et si cette onde 
est d'ordre v par rapport aux composantes Ç, yj, X, du déplacement, elle 
est d'ordre (v — i) par rapport aux composantes u, r, w de la vitesse. 

L'équation de continuité [i''^ Partie, égalité (22)] 
jointe à l'expression de (D [i'"^ Partie, égalité (.4 bis)], nous montre 
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I 



que toute surface 2 qui est onde d'ordre v pour ^, y], !^ est onde 
d'ordre (v — i) pour co et pour p. D'où la proposition suivante : 

iSV une onde se propage dans le milieu de telle sorte quelle n'en sépare 
pas sans cesse les deux mêmes parties^ cette onde est du même ordre pour 
la densité p et pour les composantes u, ç', w de la vitesse; si, au contraire, 
elle sépare sans cesse les deux mêmes parties du milieu, son ordre pour 
les composantes w, ç», (^' de la vitesse surpasse au moins d'une unité son 
ordre pour la densité p. 

Ces énoncés, entièrement généraux, ne supposent nullement qu'il 
s'agisse d'un milieu vitreux très peu écarté de son état initial. H n'en 
est plus de même de ce qui va suivre. 

Selon l'égalité (27), qui peut s'écrire 

l'ordre de l'onde S sera, par rapport à T, supérieur au moins d'une 
unité à Tordre de cette onde par rapport à m, t^, w, poujvu que l'an 
suppose différent de o le coefficient de conductibilité k(T). 

Commençons par examiner que/les sont les ondes du second ordre par 
rapport à u, ç, w qui peuvent persister dans un milieu vitreux très peu 
écarté de l'état initial. 

Posons - 

(4?) M,— i/,= U, (•,— r^zr^V, iï'j— »r,= W. 

Il existera, en chaque point de la surface 2, un vecteur t), t?, ijj) tel 
que 

daPdb^dC^dr ^ ^ ' 
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Moyennant ces égalités (48), et en observant que la surface £ est 
au moins onde du troisième ordre pour la température T, les éga- 
lités (19) nous donnent 

da db de 

— - (X 4- /jl) (/t!) 4- mt? -H /iT|?))/ - jijLt), 

(49) ( Oa ôb àc 

~— (/ -H fx) (/t) 4- w^ -+- n\\^))m — ji^V*), 

é^a (?6 de 

^ =z~ (X -h^) (/O 4- wV 4- /iiK^)/i - fxtJî>. 

Les quantités 

varient d'une manière continue en traversant la surface 2. 

Si X est différent de o, Tonde considérée est du troisième ordre 
en $, Y], Ç; si X est égal à o, elle peut être seulement du second ordre 
en $, Y], <^; dans un cas comme dans l'autre, les quantités 

X,4-X„ Y,4-Y„ Z,4-Z, 

varient d'une manière continue au travers de la surface Z. 

Supposons d'abord Sf^ différent de o. 

La surface S est alors onde du troisième ordre par rapport a $, y), 
Z\ les formules (8) nous montrent qu'elle est onde du second ordre 
par rapport aux quantités 

N., \, N„ T,, T^, ï,. 
Dès lors, les égalités (20) nousenseignentque l'on a, en tout point 

D. 10 
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de la surface £, 

ôa "^ db "^ Oc ""^' 

^ ' J c/a d/v Je ' 

Ôa db de 
OU bien, en vertu des égalités (49), 



i (). -+-/JL)(/n4-m\'> -t-/ivîi?))/ 4-/JLt) ~o, 
(5o) I ()M-;jL)(/C)-f-//*V-f-/i\tî?)/wH- rjLx;; =r c, 






Multiplions respectivement ces égalités par /, /n, n et ajoutons 
membre à membre les résultais obtenus; nous trouvons 

OU bien, en vertu de la dernière inégalité (35), 

Ce résultat, reporté dans les égalités (5o), donne 

OU bien, en vertu de la seconde inégalité (35), 

t) - o, •<? = o, ^ = o. 

Ainsi, un milieu vitreux très peu écarté de l'état initial et affecté de 
viscosité ne peut présenter aucune onde^ du second ordre par rapport aujc 
vitesses, qui ne séparerait pas constamment les deux mêmes masses maté- 
rielles. 

On remarquera que la démonstration de cette proposition suppose 
l'emploi des inégalités (35); cette proposition pourrait donc être en 
défaut si le milieu était dénué de viscosité. 
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Supposons maintenant 

(45) X = o. 

La surface S pourra alors être onde du second ordre par rapport h $, 

Gardons les notations (43). Kn chaque point de la surface 2, il 
existera un vecteur ^, (/, 5e (el que 



(50 



d'V 



ôaP OM ôc' 



T- /Pm'fn'':* 



âaP db'f ôc 
ÔaP ôhi ôc 



— iPni'fn'':^ 



Moyennant ces égalités, les égalités (8) donnent, en tout point de 
la surface 2, 

da ôh ôc 

= — (A 4- M ) (/-f + mC; ^ ,i5e)/-. M.f, 

(52) ( ôa ôb ôc 

— — (A -+- M) (/^ + /w(; -h n:iZ)ni - MfJ, 

(»(T,.>^Ty.) ^ ô{J,,^J,,) ^ (^(N,,~N,.) 
(^« J/v ôc 

— — (A -h M) (/rf -+- m{\ 4- « JC) w — M JC. 

D'autre part, les égalités (20) nous enseignent que Ton a, en lout 
point de la surface S, 



<^(Na:t+Vxl— N^,— V^O ^(T,8-|-T,t-~T,, — T,,) (^(Ty^+Tj-^- T3., -> 7^,) _ 



c^a 



ôb 



ôc 



o, 



<^(T;,H-7zi-T„-~T„) c?(Nj.,-4-Vj.,— Ny,— VyO ^rîVtI«--TV--'r,i) 



(?a 



dô 



(Je 



= 0, 



cJ(T,»+T,»~T,..-^T,.,) cJ(T^,+ T^,-T;„-T^O . d(N.»+V3,-N,t~v,,) _ 



da 



ôb 



ôc 



= 
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ou bien, on vertu des éjjjalilés (49) et (52), 

(53) ^ (A-+-M)(Êf-4-m(,*H-/ïje)/?i + Mg -h(X4-|:jL)(/0-+-/7i\? + Yî^)mH-pt? r=o, 
1 (A-HM)(tf-hmy4-/iJe)w -f-M5eH-(X-h|jL)(/r)-i-/?i\:^-+-/i^)/i +|jl^=o. 

Ces équations déterminent ?f, (?, 3e lorsque l'on se donne t), \*>, «) ou 

inversement. 

On les résout élégamment de la manière suivante : 
Multiplions-les respectivement par /, m, n et ajoutons membre h 

membre les résultats obtenus; nous trouvons l'égalité 

(54) (A-h2M)(/^-h/«g4-nJe) + (X + 2|:jL)(/t)-f-,„t:)-+-w\J?)) — o 
qui, reportée dans les égalités (146), donne 

D'après ce que nous avons vu au commencement de ce paragraphe, 
la surface S, onde du second ordre pour \, y], s» st*i*a onde du premier 
ordre pour la densité p. Si nous posons 

(56) p,— pi=:R, 

nous aurons, en tout point de l'onde S, 

L'égalité (22), jointe aux égalités (43)> (5i), (5G) et (37), donne 

(58) Jl=z— p^(/^-hmg-+-/iJe) 
ou bien, en vertu de l'égalité (54), 

(59) Ji = p^^^±^(/r)-f-mt?-h,/^), 



RECHERCHES SUR i/ÉLASTICITÊ. 65 

La surface S est onde du troisième ordre par rapport ji T; si l'on 
différentie successivement l'égalité (27 bis) par rapport à r/, b, c, on 
en tire, en tout point de la surface S, les égalités 

P°E ciT ôa\ôa '^ ôb "^ ôc ) 



k{T) 



d_ r (?'(T,--T,) c^'(T,-^T,) ^'(T,-T,) -] _ 
(}« L ^^' <^^' dc^ J "" ' 



Il existera d'ailleurs, en chaque point de la surface S, une gran- 
deur 6 telle que 

(61) ^'^^'7 l'^ ZZzlPm^n'-^ .(n-+_^y+,. — 3). 



Moyennant ces égalités et les égalités (48), les égalités (Go) don- 
neront sans peine 

Ainsi, au sein (Vun milieu t^ilreuXy affecté de viscosité, bon conducteur 
et peu écarté de l'état initial, il peut se produire des ondes du second or^dre 
par rapport aux composantes //, i', (v de la vitesse. Ces ondes séparent 
constamment les mêmes parties du milieu. Elles sont du premier ordre 
pour les quantités N^j, N^, N,, T^., T^,, T, et pour la densité p; elles sont, 
au contraire, du troisième ordre pour la température T. 

Par des méthodes semblables à celles qui ont été employées en la 
deuxième Partie de nos Recherches sur r Hydrodynamique, ce théorème 
peut se généraliser et devenir le suivant : 

Au sein d'un tel milieu, on peut obsen^er des ondes d'ordre v(v ^ 2) par 
rapport aux composantes m, v, w de la vitesse. Ces ondes séparent con- 
stamment les mêmes parties du milieu. Elles sont d'ordre (v — i) pour les 
quantités N^;, N^., N„ T^., T^, T, et pour la densité p ; elles sont, au con- 
traire ^ d'ordre (v -H i) pour la température T. 
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II. — Des ondes du premier ordre en //, r, «r, dans un milieu vitreux, 
très peu écarté de Tétat initial, animé de mouvements très petits et 
bon conducteur de la chaleur. 

La méthode que nous venons d'employer ne s'applique pas aux 
ondes qui seraient du premier ordre par rapport aux composantes //, 
V, iv de la vitesse. Dans ce cas, en effet, la condition qui permet, en la 
première Partie de ccs^ltecherc/ies, de passer de l'égalité (78) à l'éga- 
lité (79)» n'est plus vérifiée aux divers points de l'onde; on ne peut 
donc plus écrire, en général, les équations (82) de la première Partie, 
ni, partant, les équations (20) de la seconde Partie. 

Soient S la surface d'onde à l'instant t, dans l'espace de x,y, 5, et a, 
p, Y les cosinus directeurs de la normale menée de la région i vers la 
région 2. Par un raisonnement semblable à celui que nous avons dé- 
veloppé en nos Recherches sur T Hydrodynamique, i*^ série, 2*^ Partie, 
Chapitre III, § I, nous montrerons que ron doit avoir^ en tout point de 
la surface S et à tout instant, 

l 4- (v^2 — v^, ) a -h (r.j — T-, ) ;3 -+- (zyr — Tj., ) y = o, 
4- ('cî — 7=1 ) a 4- ( v^-ï — Vj., ) ^ -h (T^, — T^, ) y — . o, 

4- (t^2 — Tj^, ) a m- (t^:, — t^i ) ? 4- ( v.j — V-, ) y — o. 

Cette condition est générale. Au sein d'un milieu très peu écartéde 
l'état initial, elle peut être remplacée par la suivante : 

On a, en tout point de la sur/ace I^ et à tout instant, 

(Nx.-N^i)/4-(ï«-T,,)m4-(T,,-^T^,)/i 
- (V;p, — V;p, ) / -h (t-j — T., ) m 4- (Tvs — T^i ) /* = o, 

j (T,,-V,,)/4-(N^,-N^,)//i4-(Tx,-T,.)// 

(T,.2-T^,)/4-(T,,-T,,)m4-(N,,-N3,)/i 
4- (Tj j — T^-i ) •/ 4- (t^2 — T^i ) m H- i^Jzi — v-i )n-=o. 



(f3 



1 =™. 




de 


z=-: 


db ='"'''' 


z =-. 


Z-'-- 


Z =■■'-- 


de 
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L'onde est du premier ordre par rapport aux composantes u, v, w de 
la vitesse; dès lors, si l'on conserve les notations (47)» il existera, en 
chaque point de la surface 2, un vecteur t), x?, ^ tel que 



(65) 



L'onde est, d'ailleurs, du second ordre par rapport à la tempéra- 
ture T; les égalités (19) et (65) donnent donc 

( Va:2 — V^i ) / -i- ( 'ci— 'ci ) '^ -+" ('yi — "^y^ ) ^ 

(^yj == 'yi ) ^ -^ (^ur2 — Txi ) >n -+- ( v^j — v-, ) n 
= — (X 4- pi) (/U + m\'> + «\K') /* - //\»>. 

Supposons, tout d'abord, que X soit différent de o; l'onde du premier 
ordre par rapport à m, r, w sera du second ordre par rapporta $, y], ^; 
selon les égalités (8), elle sera du premier ordre par rapport à N^., N^, 
N„ T-r, T^, T^; les égalités (G4) deviendront 

i (V;ci— v^i ) ^ -H (7;,, — t-i ) m 4- (Tj2 — T^, ) /' = o, 

(64 ^16) (t.j — t., ) / -h ( Vy2 — v^., ) m -h (7^:2 - T^^i ) n — O, 

\ (^rî — '^ri)/-+- ('x2— 7^,)m-h (v-j — v-,)/^ = 

OU, selon les égalités (66), 

Nous avons vu que ces équations n'admettaient d'autre solution que 

v; = 0, V = o, \J^^ =: o. 
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Donc, au sein d'un milieu vitreujc^ doué de viscosité, très peu écarté de 
rétat initial, on ne peut obsen^er aucune onde du premier ordre par rap- 
port à la vitesse, qui se propage de manière à ne pas séparer constam- 
ment les mêmes portions du milieu. 

Supposons maintenant 

L'onde du premier ordre par rapport à //, r, w serait aussi du premier 
ordre par rapport à $, y], J^; dès lors, en gardant les notations (13), il 
existerait, en tout point de la surface 1, un vecteur ^, cj, œ tel que 

\Ta=^^' Tb^"'^^ Tc=''^^ 

7^-'^' UTT-'''*^' ^-'*^- 

Ces égalités, jointes aux égalités (8), donnent 

(Nxi-Nxi)/-^(T.5~T,,)m4-(T,2~T^i)^« 
-:-(A-+-xM)(/.f-hmg4-/iX)/ — M.f, 



(68) 



- ( V + M)(/J'"h/nff + //X)m-Mg, 
En vertu des égalités (66) et (68), les égalités (64) deviennent 

1 +(X 4-|ui)(/t)H-mt?4-/i^)/ 4-fxV) =0, 

' +-(X -^fjL )(/t)-hm\?4-/i^)m4-fx'<? =o, 
(Ah-M)(/^ -f-m(/ 4-/^Je)/^ -4- MX 
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Gomme nous l'avons vu, ces égalités entraînent les égalités (54) 
et (55). 
L'égalité (32) nous donne, en chaque point de la surface 2, 






ou bien, en vertu des égalités (67), 
ou enfin, en vertu de l'égalité (54), 

(69) p,«p^==p„^^-±2^(/t) + ;nV^ + /iV»>). 

La surface S est onde du second ordre pour la température T; il 
existe donc une grandeur 6 telle que, sur la surface I, 

Moyennant les égalités (65) et (70), l'égalité (27 bis) donne 

(6a) G =__^_|f(g^)(/w + /«V + ««'). 

Donc, au sein d'un milieu vitreux, affecté de viscosité^ bon conducteur 
de la chaleur et écarté de l'état initial ^ on peut observer une onde du pre- 
mier ordre par rapport aux composantes u, ç^ w de la vitesse. Une telle 
onde sépare toujours les mêmes portions du milieu. Elle est surface de 
discontinuité pour les quantitésN^., N^ , N,, T^, T^,, T, et pour la densité p; 
au contraire, elle est onde du second ordre pour la température T. 

m. — Des ondes dans un milieu vitreux, dénué de viscosité, très peu 
écarté de Tétat initial et animé de mouvements très petits. 

Tout ce qui précède suppose essentiellement, comme nous l'avons 
indiqué, que le milieu est doué de viscosité; notre analyse devient 
illégitime si les coefficients X et [x sont égaux à o. 

D. Il 
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La propagation des ondes dans un milieu vitreux, peu écarté de 
l'état initial et doué de viscosité obéit à des lois bien connues depuis 
Poisson et Cauchy; les méthodes suivies pour établir ces lois supposent, 
en générai, que la température est uniforme et que les actions exercées 
sur les divers éléments du milieu sont nulles; il importe de se débar- 
rasser de ces restrictions; c'est ce que nous allons faire par l'analyse 
suivante : 

Supposons que la surface 2 soit une onde du second ordre pour les 
fonctions $,7),^, partant, selon les égalités (8), du premier ordre pour 
les grandeurs N^, N^, N^, T^, T^,, T^,. Les quantités r^, r^, i',, t,, t^, t^ 
étant nulles, les égalités (20) donneront, en tout point de l'onde, 



\ 



da • db ' Oc • P' dt* ~°' 

(71) • r H rr 1 r h Oy ZIZ O, 

\ ôa -^ ôb -^ Te -^^^ dT^ =^- 

Conservons les notations (43). Il existera, en chaque point de la 
surface S, un vecteur #, (,*, Je tel que 



daPjb'tdCdt' 



Selon l'égalité (27), Tonde est au moins du second ordre par rap- 
port à la température T;dès lors, les égalités (8) et (72) nous donnent 
les égalités (32); en vertu des égalités (02) et (72), les égalités (71) 
deviennent 

[ (A4-M)(/<;f + my-h/i:ïe)/ 4.(m — poX«)# =0, 
(78) I (A-i-M)(/éf4-/w(?4-/i:ïe)m-+-(M-poin;.*)î/ =0, 

f (A + M)(/^-hm(J*■4-nJe)/^ 4- (M - poX») JC nz o. 

Multiplions respectivement ces égalités par /, m, n et ajoutons-les 
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membre à membre. Nous trouvons 

(74) (A-haM — PoiK,»)(/^-h/n(J-l-/i3e) = o. 

Si nous n'avons pas 

(76) l^ -hmÇ-\- nÇJIL = o, 

nous devons avoir 



et les égalités (73) donnent alors les relations 

.f _ (? _ x 

qui expriment que Tonde propage une perturbation longitudinale. 
Les égalités (56) et (37) peuvent être conservées ici; elles donnent 
encore l'égalité 

S{ =— pç(/cf-i- mcj-h /i:je). 

D'ailleurs, Tonde étant au moins du second ordre par rapport à la 
température, on peut écrire Tégalité(7o)qui, jointe aux égalités (72), 
(76) et (27), donne 



(78) ^'-^n^É-TfT-V/— ^T"^^ ■^'^^"^''^^' 

Si nous avons 

(75) /ef 4-/n(j*4-/iX=io, 

Tonde propage une perturbation transversale. 

Les égalités (58) et (27), qui peuvent être conservées ici, donnent 

(79) Si — o, G =10, 

et nous enseignent que Tonde est d'ordre supérieur au premier pour 
la densité p et au second pour la température T. 

Enfin, les égalités (78) nous font connaître la valeur de la vitesse 
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de propagation 



(80) ^=Vf«' 

En résumé, un milieu vitreux, bon conducteur^ peu écarté de l'état 
initial et dénué de viscosité peut propager deux sortes d'ondes qui soient 
du second ordre par rapport aux composantes Ç, yj, ÎJ rfw déplacement et 
du premier ordre par rapport aux composantes w, p, w de la vitesse. 

Les premières^ qui sont du premier ordre par rapport à la densité et 
du second ordre par rapport à la température, propagent une perturbation 
longitudinale avec la vitçssse 

^. . /A4-2M 



=v/^ 



Les secondes, qui sont d* ordre supérieur au premier pour la densité et 
au second pour la température, propagent une perturbation transver- 
sale avec la vitesse 



x=.t/M, 



Po I 

I 

Nous avons supposé que Tonde considérée était du second ordre I 

on Ç, Y], ^; elle est alors au moins du premier ordre en u, v^ v^; mais il 
pourrait se faire qu'elle fût du premier ordre en u, v^ w tout en étant 
aussi du premier ordre en Ç, y], 2^; pour cela, il suffirait que l'on eût 



(45) J^ = o. 

L'onde serait alors surface do discontinuité pour p et pour les six 
quantités N^, Nj„ N^, T^, T^, T^. Une raison semblable à celle qui a 
fourni los égalités (64) exigerait que l'on eût, en tout point de l'onde, 

(T,,-T,,)l-h(^,,-Ny,)m~^-{^,,--T^,)n = o, 
En vortu des égalités (08), dont on peut reprendre ici les notations. 
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ces égalités peuvent s'écrire 

(A-i-M)(/#-h/wg4-/iJe)/ 4-M^ =0, 

(A + M)(/^+mg+/iJe)m4-Mg =o, 
(A -hM)(/.f +/7i(j'-f-/iJe)w -+-M5C = o. 

Multiplions respectivement ces égalités par /, /w, n et ajoutons-les 
membre à membre, en tenant compte de la dernière inégalité (34); 
nous trouvons 

Si l'on reporte ce résultat dans les égalités précédentes, en tenant 
compte de la seconde inégalité (34), on trouve 

# zz: o, (j == ^» c^e = O. 

L'onde considérée ne saurait donc exister. 



IV. — Des ondes dans un milieu vitreux, très peu écarté de Tétat initial, 
animé de mouvements très petits et mauvais conducteur de la chaleur. 

Tout ce qui précède suppose l'emploi de l'équation (27 his) où 
l'on admet que ^(T) a une valeur positive. Si l'on suppose 

(81) A:(T)=o, 

cas auquel le milieu est mauvais conducteur de la chaleur, l'équation 
(27 bis) se réduit à 

et l'analyse précédente tombe en défaut. Nous allons examiner les 
modifications qu'il convient d'y apporter en vertu de l'égalité (81 ). 

Considérons d'abord le cas d'une surface S, onde du premier ordre 
par rapport aux composantes w, 9, w de la vitesse; les égalités (47) 
et (65), que l'on peut conserver dans ce cas, montrent que l'on a, en 
tout point de la surface £, 

(83) f^Ç^'iJV^n-) H- «..? + ««.. 

Oa 00 âc 
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La surface S peut-elle être, pour la température T, onde du premier 
ordre ou d'ordre supérieur au premier? Dans ce cas, il doit exister, 
en tout point de la surface S, une grandeur 6, finie si Tonde est du 
premier ordre, nulle si elle est d'ordre supérieur au premier, telle que 
l'on ait 

[ a(T,-T>) _,^ d(T.-T|) _ <^(T.-T,) ^_. 

(84) ^" ^' ^' 
f Tt --^^• 

En vertu des égalités (4?)» (83) et (84), Tégalité (82) donne, en 
tout point de la surface £, 

(85) ,3îiç^_^^^^(/t) + m\')-hn#). 

Cette égalité donne pour g une valeur acceptable si Ji; est différent 
de o; elle est encore vérifiée si x et (Iv) -h /wt? -f- n^) s'annulent en 
même temps; mais elle devient absurde si l'on a x = o sans que 
(/t) -f- m-ç 4- n^) s'annule en même temps. 

Donc, on peut admettre^ en général^ qu'une onde du premier ordre 
par rapport aux composantes u^ v, iv de la vitesse est aussi onde au 
moins du premier ordre par rapport à la température T ; mais^ dans le 
cas particulier ou Von aurait 

(45) Xizio 

sans avoir en même temps 

(86) /r)4-m\*>-i-ni»>i=:o, 

la surface considérée serait surface de discontinuité pour la température. 

Supposons maintenant que la surface £ soit onde du second ordre 
par rapport aux composantes //, r, w de la vitesse, et demandons-nous 
si elle peut être onde du premier ordre par rapport à la température T. 

L'onde étant du second ordre par rapport aux composantes 1/, c^, %v 
de la vitesse, la quantité 

Ôti i)v ô\v 

ôa ôb Oc 
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varie d'une manière continue lorsqu'on la traverse. Dès lors, les éga- 
lités (82) et (84) donnent, en tout point de Tonde S, 

Si X est différent de o, G est nul et Tonde est, par rapport à la tempé- 
rature, d'ordre supérieur au premier. 

Donc, une onde du second ordre par rapport aux composantes m, r, 
iv de la vitesse est, en général^ au moins du second ordre par rapport à 
la température T; toutefois, si Von a 

(45) X = o, 

l'onde peut n'être que du premier ordre par rapport à la température. 

Ces lemmes démontrés, proposons-nous de répondre à la question 
suivante : 

Un milieu vitreux, doué de viscosité, très peu écarté de l'état initial, 
animé de mouvements très petits et mauvais conducteur de la chaleur 
peut-il présenter une onde persistante pour laquelle Do diffère de ol 

Examinons d'abord le cas où Tonde serait du premier ordre par 
rapport a m, i', «^; elle serait au moins du premier ordre par rapport 
à T; dès lors, les quantités N^, N^., N„ T^, T^, T^ varieraient d'une 
manière continue au passage de cette onde, ce qui permettrait de 
conserver les équations (64 bis)\ les égalités (63) demeureraient 
exactes et transformeraient les relations (64 è/5) aux relations (5o) 
qui entraînent la non-existence de Tonde considérée. 

Examinons maintenant le cas où Tonde serait du second ordre par 
rapport aux composantes w, v, sv de la vitesse. Elle serait au moins 
du second ordre par rapport à la température T. Elle resterait donc 
onde du second ordre par rapport à 

N,, N^, N„ T,, T^, T„ 

ce qui permettrait d'écrire encore, en tout point de la surface S, les 
relations (20 bis)\ les égalités (49) y resteraient également vraies, en 
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sorte qu'on retrouverait les relations (5o) entraînant l'impossibilité 
de Tonde étudiée. 

Le résultat, démontré pour les ondes du second ordre par rapport 
aux composantes 1/, {^^ w de la vitesse, s'étendrait sans peine aux ondes 
d'ordre plus élevé, ce qui nous permettrait d'énoncer la proposition 
suivante : 

// est impossible qu'une onde d'ordre v (v ^ i) par rapport ana> com- 
posantes u, r, çp de la vitesse persiste au sein d'un milieu vitreux, doué 
de viscosité^ mauvais conducteur de la chaleur ^ très peu écarté de l'état 
initial et animé de mouvements très petits, si cette onde ne sépare pas 
constamment les deux mêmes parties du milieu. 

Examinons maintenant s'il peut, en un semblable milieu, se pro^ 
duire des ondes, du premier ordre par rapport aux composantes w, v, 
w de la vitesse, pour lesquelles on ait 

(45) X==o. 

En tout point d'une telle onde, on continuera d'écrire les équa- 
tions (64). 

L'onde peut être surface de discontinuité pour la température T, en 
wsorte que (Ta — T,) ne s'annule pas sur la surface 2; mais on suppose 
que le milieu est, à chaque instant, très peu écarté de l'état initial; 
T,» Ta différent donc très peu de la température initiale et (Tj — T,) 
est une quantité très petite du même ordre que les écarts ^, y], ^. 

Les égalités (67) et (8) ne donnent plus alors les égalités (68); 
mais, si l'on néglige les infiniment petits du second ordre, on est 
simplement conduit a ajouter aux seconds membres des égalités (68) 
les termes 

T ayant une valeur comprise entre T, et Tj. 

Si l'on néglige les infiniment petits du second ordre, les éga- 
lités (66) demeurent inaltérées. On a donc, en tout point de la sur- 
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face s, au lieu des égalités (53), les égalités 

(X -h fA)(/i:)4-m%P-+-/i^R>)/ -f-^xf) =o, 

^g^^ , (A-+-M)(/.f 4-mff4-nJe)m4-M(?-+-po^^-\T,-T,)m 

auxquelles les égalités (22) et (67) joignent Tégalité 

(88) p,— Pj— — p^(/,f 4-;n(j'-»-/i3e). 

Multiplions les égalités (87) par /, m, n et ajoutons membre à 
membre les résultats obtenus; nous trouvons 

(89) (A4-2M)(/;f4-mg-+-/i3e) 

Cette relation (89) transforme l'égalité (88) en 

En même temps, elle permet de résoudre les égalités (87) par rap* 
port à ^, ç, oe sous la forme 

rf r(A -hM)(X -+- aa) X-HmI/i^. ^c. .V, M -^ 

^= [ M(A-;.M) 5fi^J(/t)H-m^?4-««.)/-gt) 

, J L M(A + 2M) M J^'^t-wv-h/iw;!!! j^ \ 

, r ^+M . I^ rf<p.(T) 



i 

D. 



(92) 
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Les égalités (90) et (91) font connaître, en chaque point de Tonde, 
les valeurs de 

^f Ç9 ^9 pi — Pi 

lorsqu'on connaît les valeurs de 

t), \^ \C>, T,-T,. 

Ainsi, au sein d'un milieu vitreux, maus^ais conducteur de la cha- 
leur, doué de viscosité, très peu écarté de Vétat initial et animé de mou- 
vements très petits, il peut se produire une onde persistante, du premier 
ordre par rapport aux vitesses. Une telle onde sépare constamment les 
deux mêmes portions du milieu. Elle est surface de discontinuité pour 
les quantités N^., N^,, N^, T^;, T^, T„ pour la densité p et pour la tempé- 
rature T. 

Peut-il exister une onde, du second ordre par rapport aux compo- 
santes a, i^, w de la vitesse, et pour laquelle on ait 

En chaque point d'une telle onde, on devra avoir 

da ^ db "^ Te ■"^' 



da db de 

da db de 

L'onde considérée peut être du premier ordre par rapport à 6, en 
sorte que, dans les égalités (84), G peut être différent de o; mais c'est 
une quantité très petite comme ?, y], Ç; les égalités (52) ne sont donc 
plus exactes; mais, si l'on néglige les infiniment petits du second 
ordre, elles doivent être remplacées par les égalités 

,3V I da db de 



i=:0. 



(93) 
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d9^{T) 



C^rt dô c^c 
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Quant aux égalités (49)» elles demeurent valables. 

Dès lors, les égalités (49)> (9'-^) et (g'i) donnent les relations 



' (A-i-M)(/if 4-m(j4-/iX)/ -f-McT -hpo ^'^'i/^ S/ 



cfr 



(94) 



(X H- pi)(/l')-h/n%?4-/i^)/ -f-/xU 

(A -+- M)(lri -+- mC/ -I- /i Je)m -h M(J -h po ^^^ ^^^ 

(A-hM)(/i 4-/«(y4-/iJe)/i ^MX-hpo^.J,î^6/i 



= o, 



= o. 



A ces relations, il faut joindre la relation 

(58) a =— Po ( /J' -h w C/ -♦- nJt). 



= 0, 



Si nous multiplions respectivement les égalités (94) par /, m, n et 
si nous ajoutons membre à membre les résultats obtenus, nous trou- 
vons Tégalité 

(95) (A-f-2M)(/^4-/n(/-h/i5e) 

H- Po ^j. 6 -h (X 4- 2ix)(lV 4- mi;^ -h /e\»>) = o. 

En vertu de l'égalité (95), la relation (58) devient 



'»«> * = ^^^('"-"'^-«)-A^^-^- 
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En outre, les égalités (94) deviennent 

L M(A-f-2M) M J^ 'M 

■^LM(A-h2M) "fi JP-"W"^^' 

. r A4-M I 1. ^yi(T) ^^ 

-*-Lm(A4-2M) -fi JP^-^T"-^'"' 

^- L M(A4-2M) jjj^J(/t!)-*-mx?4-/i^)n-^^ 



(97) I 



1 -^Lmca + ^m) ~m JP«"^n^^'*- 

Les égalités (96) et (97) déterminent, en chaque point de l'onde, 
les valeurs de #, (j, :Je, a lorsqu'on connaît les valeurs de t), •<?, xa>, g. 

Ce que nous venons de dire touchant une onde du deuxième 
ordre par rapport aux composantes i/, v^ w de la vitesse s'étend sans 
peine aux ondes d'ordre plus élevé. Nous pouvons donc énoncer le 
théorème suivant : 

Au sein d'un milieu vitreux, affecié de viscosité j mauvais conducteur 
de la chaleur, très peu écarté de l'état initial et animé de mouvements 
très petits, on peut observer des ondes persistantes d'ordre v (v ^ 2) peu- 
rapport aux composantes u, v, w de la vitesse. Une telle onde sépare sans 
cesse les deux mêmes portions du milieu. Elle est d'ordre (v — i) pour 
les quantités ^x* N^» N,, T^^, T^, T,, la densité pet la température T. 

Il nous reste à étudier la propagation des ondes au sein du milieu 
supposé mauvais conducteur et dénué de viscosité, 

Considérons une onde du second ordre en ?, tq, Ç et, partant, du 
premier ordre en u, v, w. 

Selon l'égalité (8ji), où nous supposons x différent de o, l'onde 
sera du premier ordre par rapport a la température; d'ailleurs, en 
vertu des égalités (72), l'égalité (85) devient 

(98) ^^--^/-^j^{i^-^m(S^n:i(i). 
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Les égalités (qS) demeurent exactes, mais elles deviennent, en 
vertu de l'égalité (98), 



--^ db -*■ 



da 



de 



(99) 






da 



db 



de 



dÇïy.-Ty,) . (?(T^.-T.,) . (?(N...-N.,) 



da 



db 



de 



= _JA4-^r^^]' + M|(/^-f-mCj> + «5e)«-M3e. 



En vcr(u de ces égalités et des égalités (72), les égalités (71) de- 
viennent 

1 U-*-i^r^^7^1'^-M|('^ + '"0' + «3e)/ -f-(M-p,Jt.»)^ =0, 

(100) j JA+^r^3^j'+MJ(/^+m(?-»-«3e)m + (M— p,3Ii')C,' =0, 
I j A H- ^ r^^^î^.l'-t- M j (/cf -I- mVi -H «3e) « + (M - poX»)3e rr o. 

Ces égalités (loo) ne diffèrent des égalités (73) que par la substi- 
tution de A -H ^— ^"^L^ ' à A; donc les conclusions que nous en 

tirerons différeront seulement par celte substitution de celles que nous 
avons développées à la fin du paragraphe précédent. 

Un milieu vitreux, dénué de viscosité, mauvais conducteur, très peu 
écarté de l'état initial et animé de mouvements très petits peut propager 
deux sortes d'ondes qui sont du second ordre par rapport aux compo- 
santes Ç, ï), ^ rfa déplacement et du premier ordre par rapport aux com- 
posantes u, V, Mf de la vitesse. 

Les premières, qui sont du premier ordre pour la densité et la tempéra- 
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En outre, les égalités (94) deviennent 



(97) i 



^LM(A-f-2M) M JP* efT ^'' 

. r A4-M I 1 ^yi(T) ^^ 
^- L M(A-f-siM) srj^^^ 

. r A4-M 1 1, ^yi(T) ^, 

1 ■^■LmTâTTm) -m Jp^-^t-^'' 



-+-/nx?-f-n^)/i — -^MP 



Les égalités (96) et (97) déterminent, en chaque point de Tonde, 
les valeurs de #, (f, X, A lorsqu'on connaît les valeurs de v, t?, ^, g. 

Ce que nous venons de dire touchant une onde du deuxième 
ordre par rapport aux composantes 1/, t^, w de la vitesse s'étend sans 
peine aux ondes d'ordre plus élevé. Nous pouvons donc énoncer le 
théorème suivant : 

Au sein d'un milieu vitreux, affecté de viscosité, mawais conducteur 
de la chaleur, très peu écarté de l'état initial et animé de mouvements 
très petits, on peut observer des ondes persistantes d'ordre v (v > 2) par 
rapport aux composantes m, c, w de la vitesse. Une telle onde sépare sans 
cesse les deux mêmes portions du milieu. Elle est d'ordre (v — i) pour 
les quantités N^r, N^r, N„ T^^, T^, T„ la densité p et la température T. 

Il nous reste à étudier la propagation des ondes au sein du milieu 
supposé mauvais conducteur et dénué de viscosité, 

Considérons une onde du second ordre en Ç, r), Ç et, partant, du 
premier ordre en m, v, w. 

Selon l'égalité (81!), où nous supposons x différent de o. Tonde 
sera du premier ordre par rapport à la température; d'ailleurs, en 
verlu des égalités (72), l'égalité (85) devient 

(98) r.^^^'^^^(l.i^m(J^n:K). 
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Les égalités (gS) demeurent exactes, mais elles deviennent, en 
vertu de l'égalité (98), 



da db ^ de 



(99) 



da 



db 



de 






da 



db 



de 



:^_JA-f. ^r^^^y-hM|(/^-f-mg-h/iJe)/i-MJe. 

En verlu de ces égalités et des égalités (72), les égalités (71) de- 
viennent 

(,00) JA-+-|jr^^3^y+MJ(/#4-m = 

[ JA+^r^^S^iii^.TVMJ(/^^ 



= 0, 



= o. 



Ces égalités (100) ne diffèrent des égalités (73) que par la substi- 
tution de A -h %— -^f-^ à A; donc les conclusions que nous en 

tirerons différeront seulement par cette substitution de celles que nous 
avons développées à la fin du paragraphe précédent. 

Un milieu vitreux , dénué de viscosité, mauvais conducteur, très peu 
écarté de l'état initial et animé de mowements très petits peut propager 
deux sortes d'ondes qui sont du second ordre par rapport aux compo- 
santes ^, Y), Ç rfa déplacement et du premier ordre par rapport aux com- 
posantes M, ç', w de la vitesse. 

Les premières, qui sont du premier ordre pour la densité et la tempéra- 
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turc, propagent une perturbation longitudinale avec une vitesse 



(loi) X 



■ A-^rm'-'" 



Les secondes y qui sont d'ordre supérieur au premier pour la densité 
et la température, propagent une perturbation transversale avec la 
vitesse 



(80) .% 



=v^.- 
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TROISIÈME PARTIE. 

LA STABILITÉ DES mLŒUX ÉLASTIttUES. 



CHAPITRE I. 

DES CONDITIONS SUFFISANTES POUR LA STABILITÉ INITIALE 
D'UN MIUEU ÉLASTIQUE. 



I. — Sur les conditions suffisantes pour la stabilité initiale 
d'un milieu quelconque. 

Vétat initial du milieu que nous nous proposons d'étudier est un 
état où ce milieu, soumis uniquement à une pression extérieure nor- 
male et uniforme Ho, et porté en tous ses points à une même tempéra- 
ture To, se trouve en équilibre; il est alors homogène et sa densité 
est po. S'il est, en outre, isotrope, nous avons affaire à un milieu 
vitreux; sinon, nous avons affaire à un milieu cristallisé. 

Supposons que ce milieu ait subi, par rapport à l'état initial que 
nous venons de définir, une très petite déformation; le point maté- 
riel qui, dans l'état initial, avait pour coordonnées a, A, c, a mainte- 
nant pour coordonnées a -1-5, A4- rj, c-hî^, $, y], Ç étant des quan- 
tités infiniment petites. La déformation en chaque point est définie 
par les six grandeurs 

[^^^Tc-^w y^=d^^d-c' y»~-^- 



dù'^ âa 



D. 12 



84 p. DUHEM. 

Supposons, en même temps, que la température Taux divers points 
du milieu diffère très peu de To. 
Le milieu admettra un potentiel interne § qui pourra s'écrire 

(2) ,i=J^{T,Ei, e„ £s, yi, 7„ yi)dm 

PoO(T,Ê„£„£„ y„7„ y^)dadbdc. 



-fih 



Nous devrons, d'ailleurs, dans le développement de la fonclion $, 
nous arrêter aux quantités infiniment petites du second ordre par 
rapporta (ï— To) età e,, e^, £3, y», Y2» Ta- 

Les égalités (45). (61) et (62) de la première Partie de nos Re- 
cherches sur r Élasticité donnent, en tout point du milieu, 

r-^^-p^d^' ^^^-p^dT.' N^==-p«5i;' 

Cherchons quelle est la pression n qui, à la température T, main- 
tiendrait le milieu en équilibre sous la densité po, et désignons par 
— pofiCpo» T) cette pression. Nous devrions avoir, pour 

£,=£, = £, = yj = y, =z yj = o, 
^, ô^ d^ d^ 

_d^ _d<b _d^ 

~'àyi " dyl'^ây'i' 

Nous voyons alors que $ peut s'écrire 

(4) *=i9o(Po, T)4-9i(po, T)(£i-h£,-+-£3)4-?,(po, To,£„ £„ £„ yi, y„y,), 

©2 étant une forme quadratique en e,, £3, e,, Yi» Y2» Ta- 

Si le milieu est limité par une surface dont les divers points sont 
immobiles et si ses diverses masses élémentaires sont soustraites à 
l'action de toute force extérieure, le système admet un potentiel total 
qui se confond avec le potentiel interne (2). Si, au contraire, la sur- 
face qui limite le milieu est totalement ou partiellement déformable, 
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et si la partie déformable de cette surface est soumise à la pression 
normale, uniforme et constante Hq, le potentiel total s'obtiendra en 
ajoutant au potentiel interne §, donné par l'égalité (2), le produitIloV 
de la pression IIq par le volume total V du système. 

Supposons, en particulier, que la température du milieu soit main- 
tenue constamment égale à la température initiale To- Si la surface 
limite est maintenue immobile, le potentiel total a pour valeur, selon 
les égalités (2) et (4), 

(5) Û =fffpo[9o{po, To) + (pi(po, To)(£j -*-£,+ £,) 

Si la surface limite est totalement ou partiellement déformable et 
si la portion déformable supporte la pression normale, uniforme et 
constante Ho, le potentiel total a pour expression 

(6) ft = noV+jyy'po[?o(po,To)+?»(po,To)(£i + £,-*-£,) 

-H9i(po, To, £„ £„ £3, Vi, ytf yz)]dadbdc. 

La pression Ho est, d'ailleurs, liée à la densité p^ et à la tempéra- 
ture To par la relation 

(7) no=r-po9,(po,To). 

L'étude de l'élasticité se limite à celle des milieux doués des pro- 
priétés que nous allons définir : 

Si l'on maintient invariable la température initiale du système; si l'on 
maintient immobile toute la surface qui limite le milieu ou seulement une 
partie de cette surface; si enfin ^ la partie déformable de cette surface, 
lorsquelle existe^ supporte une pression normale et uniforme constam- 
ment égale à la pression initiale ; 

L'état initial du milieu est toujours un état d'équilibre stable. 

La recherche des conditions qui sont nécessaires et suffisantes 
pour qu'une telle stabilité soit assurée se présente comme un des pro- 
blèmes essentiels en la théorie de l'élasticité. Elle définit avec préci- 
sion les propriétés physiques des milieux qui sont l'objet de cette 
théorie. i » 

D. i3 
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Le critérium bien connu de Lagrange et de Lejeune-Dirichlet nous 
indique dans quelle voie se peuvent découvrir les conditions suffi- 
santes : 

Pour que la stabilité requise soit assurée^ il suffit que Vétat initial fasse 
prendre au potentiel total une valeur minimum parmi toutes celles qui 
sont compatibles avec les restrictions prescrites. 

On voit alors qu'il est nécessaire, en premier lieu, de donner les 
relations qui expriment ces restrictions. 

Ces relations sont bien aisées à écrire en tout point de la surface 
limite que Ton suppose immobile ; elles se réduisent à 

(8) ? = o, T)=0, ç=:o. 

Le problème de minimum ainsi posé présente des difficultés qui 
paraissent insurmontables. 

Il existe toutefois un cas particulier où la solution de ce problème 
devient très aisée ; c'est celui où Vétat initial du milieu est l'état d'équi- 
libre pris ^ à la température T©, sous une pression H^ égale à o. Un tel 
état d'équilibre est concevable pour les solides et les liquides; il ne 
l'est point pour les gaz, qui sont ainsi exclus de notre étude; mais 
cette exclusion n'offre aucun inconvénient, car, pour les fluides, le 
problème qui nous occupe a été résolu d'une manière complète. 

La fonction qui doit être minimum dans l'état initial, moyennant 
les conditions prescrites, est alors la fonction d donnée par l'éga- 
lité (5). 

Pour que cette fonction soit minimum dans un état initial où le sys- 
tème est soumis à une pression nulle^ il faut et il suffit que la forme qua- 
dratique 

?i(po> To, e„ t%y £„ y,, /ty yj) 
en 

fii» €t, £„ yi, yi, y» 

soit une forme définie positive, toutes tes fois que p©, To vérifient la 
relation 

(9) ?,(po,To) = o. 
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Comme la suffisance de cette condition est évidente» nous allons 
prouver seulement qu'elle est nécessaire. 
Les égalités (5) et (9) permettent d'écrire 

(10) Q= fffpo9o{Po. T,)dadbdc 

+ J J /po?î(Po, To,Ê|, £1, Ê3, yi, yi, yz)dadbdc. 

Au second membre, le premier terme demeure invariable en tout 
déplacement virtuel imposé au système ; le second, nul en l'état initial, 
doit être positif en tout autre état voisin. 

A partir de l'état initial, nous pouvons donner au milieu un dépla- 
cement infiniment petit défini par les formules 

1^ =z:ûr,ia4-ait6-f-aisC, 
Y) =z «„ a H- a„ 6 + a„ c, 
Ç =ia,ia -H «316 -i- «31 c, 

OÙ les a/y sont neuf constantes arbitraires. Nous aurons alors 

(Êi=aii, £,=«„, £,=a,„ 

( yi = «sî + «„, y, = «13 -+- «31, y3 = «n h- «u 

et il est clair que Ton peut disposer des neuf arbitraires aij de telle 
sorte que les six quantités e,, e^, e^, y,, y^, yj prennent des valeurs, 
indépendantes de a, 6, c, choisies comme l'on voudra. Si nous dési- 
gnons alors par 

M= r r Cp.dadbdc 

la masse totale du milieu considéré, au second membre de l'éga- 
lité (10), le second terme deviendra 

M?j(po, To, £|, £„ €3, yi, yt, y3). 

Pour que ce terme soit positif en tout état voisin de l'état initial, 
il faut et il suffit que l'inégalité 

(*3) ?t(po> To, €„ €if «3, yi, yi, ys) > o 
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soit vérifiée pour tout ensemble de valeurs non nulles de 

Êi, £î, ci, yi, yi, y, 

et pour tout couple de valeurs de po»To qui vérifie l'égalité (9). 

En vertu du théorème d'Euler sur les fonctions homogènes, l'iné- 
galité (i3) peut encore s'écrire, en tenant compte de l'égalité (4)» 



(i4) 



(d<b d* d<b d^ d^ à^ Y*> 



Dans cette inégalité (i4)» (2) représente un carré symbolique où 
Ton doit faire 

\dei) ■"" de} ' \dei dst) ~ dsiâti^ 
tandis que 

LMnégalité (i3), ou l'inégalité (r4)» écrite pour tout couple de 
valeurs de po, T© qui vérifie l'égalité (9), nous assure que l'état initial 
du système est stable dans les conditions prescrites, si cet état initial 
est l'état d'équilibre que prend le milieu porté à la température T© et 
soumis à une pression nulle. 

Supposons maintenant yae l' inégalité (iS)^ ou l* inégalité (i^), soit 
vraie pour tout couple de valeurs de pot To. Pourrons-nous affirmer que, 
l'état initial du milieu étant l'état d'équilibre pris à une température 
quelconque T^ et sous une pression quelconque Ho» cet état demeure 
stable dans les conditions prescrites? 

Nous pourrons affirmer que la quantité Cl donnée par l'égalité (5) 
est minimum dans l'état initial. 

L'état initial sera donc sûrement un état d'équilibre stable si l'on 
maintient invariable la température et immobile la surface qui limite le 
milieu. 

Mais il ne paraît pas que nous puissions rien affirmer touchant la 
quantité û donnée par l'égalité (6). Nous ne pouvons donc assurer la 
stabilité de l'état initial si une partie de la surface limite se déforme en 
restant soumise à une pression uniforme et constante qui diffère de o. ' 
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II. — Sur les conditions suffisantes pour la stabilité initiale 
d'un milieu vitreux. 

Les considérations précédentes s'appliquent, en particulier, aux 
milieux vitreux. Pour de tels milieux, on a {Recherches sur l'Élasticiié, 
2^ Partie, égalités (6)] 

(l5) po?,=: |A(po, To)(£,H-e,4-e,)« 

H- {M(po, To) (2£; -f- 2e* -h 2£Î + yî + yj + yj ), 

ce qui peut encore s'écrire 

r,fi^ nœ - 3A(pe,T,)-t-2M(po/ro) 

(10) Po?î — z Ui-T-St + ^3; 



M(po, To) 



[^(Ê2-£3)*-+-2(Ê3-s,)«+2(£j-eO'-i-3yÎ4-3yÎ4-3yî]. 



Le discriminant de 9^, considéré comme forme quadratique en e,, 
^2» ^3* Yf» Y2» Ys» ^ 

A-h2M A A 000 

A A-f-2M A 000 

A A A4-2M o o o 

o o o M o o 

o o o o M o 

o o o o o M 

On en tire, à la manière habituelle, les conditions nécessaires et 
suffisantes pour que Ça soit une forme définie positive et l'on trouve 
que ces conditions se réduisent à 



('7) 



3A(po, To)4-2M(po,To)>o, 
M(po,To)>o. 



Ces deux inégalités équivalent ici à l'inégalité (i3), ou à l'inéga- 
lité (i4). 
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On en tire les deux inégalités 

A(po,To)H-2M(po, To)>o, 



^'^^ ( A(po,To)4- M(po,To)>o. 

Ces inégalités (17) et (18) ont une grande importance dans une 
foule de questions d'élasticité statique. Si Ton désigne, en effet, par 
a le coefficient de compressibilité cubique du milieu et par E le coef- 
ficient d'élasticité de traction, on a (*) 



('9) 



/ 



3 

''-3A(po, To)-^-2M(po, To)' 

A(po.To)-f-M(po, Tq) 
"'■-M(po,ïo)[3A(po,To)-+-2M(po,To)]' 



Ces deux coefficients sont donc positifs en vertu des inégalités (17) 
et (18). 

Si le milieu est dénué de viscosité et bon conducteur de la chaleur, 
la vitesse de propagation des vibrations longitudinales est donnée par 
l'égalité [Recherches sur rélasticité, 2* Partie, égalité (76)] 



(ao) ^^^/Mpo.T,)-^.M(p,. 



To) 



tandis que la vitesse de propagation des vibrations transversales est 
donnée par l'égalité [Ibid., égalité (80)] 



(21) X.-^ ^ .,.vro. To) 



../EpZ 

V Po 



Selon les inégalités (17) et (18), ces deux vitesses sont réelles. 
Rappelons que, pour un milieu fluide, la dernière des inégalités (17) 
est remplacée par l'égalité 

(22) M(po,To) = o, 

qui est alors vérifiée quels que soient p^ et T^^. 

(/ ) Lamé, Leçons sur la théorie mathématique de l'élasticité des corps solides^ 2* édi- 
tion, p. 75; i866. 
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CHAPITRE II. 

DES CONDITIONS NÉCESSAIRES POUR LA STABILITÉ D'UN MILIEU ÉLASTIQUE. 



I. — Remarques diverses sur les petits mouveinents d'un milieu élastique. 

Quelles que soient les valeurs, finies ou infiniment petites, fonc- 
tions de a, h, c, que l'on attribue à ^, y], X,, nous continuerons à 
désigner par e,, e,, e,, y». Y»» Y» '^^ ^'^ grandeurs quedéfinissent les 
égalités 



(«) 






Te' 






tandis que nous désignerons par e,, e^, e,, g^, g^, g» les six compo- 
santes de la déformation proprement dite, composantes qu'expriment 
les égalités 



e.= 



(23) 



db 

''-Te 
dfi 






db 

de 

an 
da 



db de 
d^dl 
Oc da 

did± 

da db 



^*~ de "^ '»'' 
^'=d^ 

^* ^^ "*" A^ "*" A^ Ah "*" ^î^ ^i/» "*" ^x, ^A 



d6 de db de' 

&ndri^ dÇ ^ 
de da de da^ 

d^ ^^^^, 
da db da db 



Lorsquen tout point a, 6, c du milieu^ Ç, r), X, seront infiniment petits 

AINSI QUE LEURS DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE EN a, 6, C, 7201/^ dironS 

que ^, Y), X^sonty partout, infiniment petits. 



(25) 
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Lorsque Ç, y), ^ sont partout infiniment petits, on peut écrire 

(24) ) 

les signes +... désignant des quantités qui sont infiniment petites 
au moins du second ordre. 

Quelles que soient les valeurs, finies ou infiniment petites, que Ton 
attribue à Ç, y), Î^, le potentiel interne du milieu déformé peut toujours 
se mettre sous la forme (2), à la condition d'écrire 

(4M *= ?o(Po.T) + (p,(po,T) (£, + £,-+-£,) 

-*- ?i(Po> T, £,, £„ £„ y„ y„ 73)4-..., 

formule où le signe -h... remplace des termes qui sont infiniment 
petits au moins du troisième ordre, lorsque $, y], Ç, sont, partout, infi- 
niment petits du premier ordre. 
D'ailleurs, l'égalité 

(7) no=-Po?i(po, T) 

demeure toujours valable. 

Lorsque Ç, y), ^ sont partout infiniment petits, les quantités N/, T, 
sont données par les égalités (3); si donc on tient compte des éga- 
lités (4 bis) et (7), et si l'on suppose T = Tq, on pourra écrire 

N,= no-Po^'+.. , N,= n.-p,g£-K.., N.=z.no-pog^^.. 

les symboles -f-... désignant des termes qui sont infiniment petits 
au moins du second ordre lorsque Ç, y], ^ sont partout infiniment 
petits. 

D'autre part, les actions de viscosité doivent dépendre d'une fonc- 
tion dissipative qui sera, elle-même, dépendante de po, de To, et des 
six quantités que nous avons désignées (Recherches sur l'élasticité, 
i^ Partie, Chap. II, n^ 5) par A',, A!,, A3, T\, TU T,, La fonction dissi- 
pative doit d'ailleurs êlre une forme quadratique définie positive de 
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ces six dernières quantités. Mais, dans le cas où ^, y], ^ sont partout 
infiniment petits, on peut, comme nous l'avons déjà remarqué, 
(Recherches sur r Élasticité, 2® Partie, Chap. I, n® 2) confondre A^, A^, 

a;, r;,r;,r;avec 



(26) 



en négligeant des infiniment petits du second ordre. 
La fonction dissipative pourra donc s'écrire 





'*- dt' 


•■■=i!- 


'• dl 


y' - -tS 


/.=^. 



/ / / p^Sdadbdc 



avec 

{^1) ^=/(po. To, £;, £;, £'„ y;, /„ /j -^- • ., 

/ étant une forme quadratique définie positive en e',, e'^, e'j, y',, Ya» Yi 
et le symbole +... désignant un terme qui est infiniment petit au 
moins du troisième ordre lorsque 5, r), î^, 5', r)', C sont, partout, infi- 
niment petits. 
Dans ce dernier cas, on doit avoir 

di dS dS 

^'"'-P^^i;' '^=""P^dF;' ''=""P»5Iî' 
^'=""P^d^' ''^=""P^^' ''^"""P'5^' 
Nous pourrons donc écrire, d'une manière générale, 

df df df 

(28) / ''^ * ' 

\ àf df df 

les signes +•.• désignant des. termes qui sont infiniment petits au 
D. i4 
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moins du second ordre lorsque Ç, yj, ÎI, Ç', yj', C sont, partout, infini- 
ment petits. 
Les équations indéfinies du mouvement sont 

^(Nx+v,)-.|(T.+ ..) + ^(T,+ r,) + pg=o. 

Lorsque Ç, yj, Ç tendent vers o, les dérivées ^» ^» ^ tendent 

vers i; les autres dérivées de .r, v, 5 par rapport à a, 6, c, tendent 
vers o; en même temps, p tend vers p©. Si Ton tient compte des éga- 
lités (23) et (28), et si l'on observe quell^ est indépendant de a, 6, c, 
on peut mettre les équations précédentes sous la forme 

da \ ôt, "^ ôt\ J àù\ây, dy'J "^ âc\ày, "^ dy J dr- ^ ""^ 

Dans ces équations, les symboles +•. . représentent des quantités 
qui sont infiniment petites au moins du second ordre lorsque $, y], J^, 
^', yj', ^' sont infiniment petits quels que soient a, 6, c. 

Formons maintenant les conditions aux limites. 

En tout point de la partie immobile de la surface qui limite le 
milieu, on doit avoir, quel que soit/, les égalités 

(8) ^ = 0, t3 = 0, Ç=:0. 

Considérons maintenant un point matériel pris sur la partie défor- 
mable de la surface limite. 

En l'état initial, cette surface était la surface S, le point matériel 
considéré y occupait la position [/.; la demi-normale en tx, à la sur- 
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face £, dirigée vers l'intérieur du milieu étudié, faisait avec les axes 
de coordonnées des angles ayant pour cosinus a, p, y. 

En l'état déformé, la surface limite est la surface S; le point maté- 
riel considéré y occupe la position M ; la demi-normale en M, îi la sur- 
face S, dirigée vers l'intérieur du milieu, fait avec les axes de coor- 
données des angles dont les cosinus sont /, /tz, n. 

En tout point M de la surface S, et à tout instant /, nous devons 
avoir 

(Nx-hv,-no)/-4-(T.-4-T-) m-4-(T^-l"Tjr) /i = o, 

(T3-4-T.) /-h(N^.-+-Vj.— no)m-h(T;,-+-T^) /ir=o, 

(Tv-h -y) /-H (T;,-+- T;^) m -4- (N.H- V.— no)« = o. 

Dans le cas où ^, y], ^ sont partout infîniment petits, la distance M ^ 
est infîniment petite; il en est de même des différences (ol — 1), 
— m), (y — n). Si l'on tient compte des égalités (23) et (28), on 
voit que l'on peut, quel que soit le mouvement du milieu, énoncer la 
proposition suivante : 

En tout point [x, pris sur la position initiale £ de la partie défor- 
mable de la surface limite, on a, quel que soit /, 






y -4- . . . = o. 



y -+-...:= o. 



Dans ces formules, les signes -+-•.. représentent des termes qui 
sont infiniment petits au moins du second ordre lorsque ^, yj, 2^, ^', 
Y]', C sont, partout, infiniment petits. 

Si le milieu est un milieu vitreux, Ça est donné par l'égalité (î5); 
/ est donné par l'égalité analogue 

-^ f^^£îi^(2£;«-+- 2£;* + 26;»-+- y;»-h /,»+ /,'). 



(33) 



96 P. DUHEM. 

Les égalités (25) deviennent 

i Ny = n,-A(po,T.)(£,4-£.+ £,)-QM(p„T,)£, + ..., 

I Ns--= Ho- A(po,To)(e, + £,+ £,) -2M(po,T,)e, -+-.... 
^ ' jT. = -M(p.,T,)y. + ..., 

I Ty = -M(p„T,)y, -+-..., 
1 T,=-M(p„T,)y, + ..., 

tandis que les égalités (28) prennent la forme 

vx=- X(p„T,-) (£', + £;•+£;■)- 2/*(p..T,)£; +. . ., 
v^=- ).(p,. T.) (£',+ £;-!-£;)- 3ft(p„ T,)£', +..., 

v. = ->.(p«,To)(e;-+-e;+£;)-a/*(p„To)£;-l-..., 

T,= — /l(po,To)/, -+-..., 

I -j=— /*(po.To)7;+..., 

1 Ts= — fx(p«,T,)y',-H.... 
Les équations (29) deviennent 

,^ , d* fdi df) di:\ à . d'n 

^^^i'^àbdi\ta^Tb^Tc)-^ni^''-^''-d^-^--- = ''^ 

,, , d' /c)ç (h) dK\ d .^ d'K 

^^^''^d^t[da-^db^Tc)-^^dt^^-^''dF-' 

tandis que les équations (3o) prennent la forme 



(34) 



— o. 



(35) 



[X (£; -h £; + £'3) -+. 2fx £;]« -+.fx /,p -4-fx y;y H-. . .=0, 

Mysa-H [A(£i -h£, -+-£3) -H2M£, ]P -+-Myiy 
• f^ y 3 « -+- [ ^ ( £ I -+- Ê i -i- e 3 ) -+- 2 fx £ ; ] (3 -+- fx y ; y 4- . . . = o , 

My, a + Myi ^ -h [ A(£, 4- £, 4- £3 ) -^ aMfj ] y 

■ f* yi a -^ F /i ? ■+- [^ (£', 4- £; -h £', ) 4- 2fx £;]y -h . . ~ o. 
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Dans ces équations (32), (33), (34) et (35), les signes 4- . . . dé- 
signent des quantités qui sont infiniment petites au moins du second 
ordre lorsque $, y], Ç, $', yj', s' sont, partout, infiniment petits. 



II. — D'une condition nécessaire pour la stabilité initiale 
d'un milieu quelconque, cristallisé ou vitreux (*). 

Nous allons, en premier lieu, démontrer la proposition suivante : 
Si, en un milieu cristallisé, la fonction 

?i(Po»To,ei,£j,£3,yi,yj, yj) 

est une forme définie négative en e^, £3, £,, y,, Y2» Ta» l'état initial du 
milieu ne saurait demeurer stable lorsque les diverses parties de la surface 
terminale sont maintenues immobiles. 

Supposons, en effet, que l'état initial du milieu soit stable. 

Aux valeurs absolues initiales de Ç, y], ^ et de leurs dérivées par- 
tielles du premier ordre en a, b, c, de $', yj', C nous pouvons imposer 
des limites supérieures telles que les quantités 

«1. «ï> ^3> g\^ giy gif 

demeurent toutes inférieures en valeur absolue à des limites données 
d'avance, et cela quel que soit /. 

Donc, si l'état initial du milieu était un état d'équilibre stable, on 
pourrait limiter supérieurement les valeurs absolues initiales de $, y], 
î^, et de leurs dérivées partielles du premier ordre en a, i, c, de ^', y]'. 



( * ) Considérations sur la stabilité et, particulièrement, sur la stabilité des corps élas- 
tiques {Procès-verbaux des séances de la Société des Sciences physiques et naturelles de 
Bordeaux, séance du 9 juillet igoS). — D'une condition nécessaire pour la stabilité ini- 
tiale d'un milieu élastique quelconque (Comptes rendus, t. CXXXVIII, séance du 
29 février 1904, p. 54 1). 
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Z! de telle sorte que la quantité 

(36) ^ —""/YY'^^P'' ""'"' ^*' ^*' ^»' ^*' ^"' gz)dadb de 

-^^f f f{l'^'¥n'^'\'V^)dadbdc 

demeure, quel que soit /, inférieure à une grandeur positive Adonnée 
d'avance. 

Les égalités (24) permettent d'écrire 

(3;) U z= - r / /?«(Po> To, £|, «r «1, yi» /«• 73) ^« c/6û?C 

-^^fffd'^-h-nf-'-hli'ndadbdc^..., 

+ ... désignant une quantité qui est infiniment petite, au moins du 
troisième ordre, lorsque $, tq, ÎI sont, partout, infiniment petits. 
De l'égalité (37) on tire 

''" § =-///fê''- 5?''.- 1 '■•- ^''- W/-^ ll'O ""** 

■^fff(^'^"+ ri'-n'-hK'<:")dadbdc+. .., 

■+■... désignant encore un terme qui est infiniment petit, au moins 
du troisième ordre, lorsque l, y;, ^, ^', yf, C sont, partout, infiniment 
petits. 
Mais les égalités (29) donnent 

f f fa' V-i- fi' rt' -h K'K')dadb de 
~J J J \ lda\dB, "*" dt\ J'^db \dy, • dy'J "^ de \dy, "^ dy', )] ^ 
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+ . . . désignant des termes qui sont infiniment petits au moins du 
troisième ordre lorsque $, tq, Ç, i', y)', Xj sont partout infiniment petits. 
Cette égalité, à son tour, peut s'écrire 

-///($'■- S'-- 1'-- ^'■- ^^- t'O ''"'"' 

-+- 

Mais tout point de la surface £ est un point immobile, cas auquel, 
en ce point, on a, quel que soit /, les égalités (8), qui entraînent les 
égalités 

{S bis) l'=o, r/z3 0, r=io; 

l'intégrale par laquelle débute le second membre de l'égalité précé- 
dente porte sur une quantité nulle. Au même second membre, on 
peut, en vertu du théorème d'Euler sur les fonctions homogènes, 
remplacer la somme 

par 2/; l'égalité précédente se réduit donc à 
r rA?'f -h n'r/ + Ç'Ç") da db de 

~ j J J U«. ' àt, '« ^ ,»e, '' ^ dy, y> ^ dy, ''' ^ (^y, ^^ j '''' ''^ ''" 
— a/ / i fdadbdc-^.... 
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et l'égalité (38) peut s'écrire 

— 2/ / ifdadbdc-\- 

De cette égalité (Sg) une nouvelle différentiation par rapport à / 
tire Tégalité 

<»»' ^ --nm/'*t'-- g''.- ^'■.- ^'■.- ^'r'.)'""-" 

où (q) représente un carré symbolique. 
Or on a 

= ?i(Po, To, e;, e;, e;, y;, /,, yi). 
D'autre part on a 

J J J\ lda\dE,^ dB\ J^db \dy, ^ dy'J ^ de \dy^ ^ dyj] ^ 
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Au second membre de cette égalité, la première intégrale porte sur 
une quantité nulle. En effet, l'élément rfS est immobile et Ton a alors, 
quel que soit /, les égalités (8 bis), qui entraînent les égalités 

(S ter) l' = o, n'^zo, Ç'=o. 

Quant à la seconde intégrale, on peut la transformer au moyen des 
égalités (29). 

Tout compte fait, Tégalité ("io) peut s'écrire 

làa \dy, ■*■ ây, ) "^ db \àe, '^dTj^dc \ày, "^ dy'J J 



Le signe -h. . . continue à désigner des termes qui sont infiniment 
petits au moins du troisième ordre lorsque $, y], C $', yj', ^' sont, 
partout, infiniment petits. 

Le terme explicitement écrit en l'expression (4i) de -^ peut-il 

s'annuler? Si l'on tient compte de l'hypothèse faite au sujet de <p, on 
voit que, pour que ce terme s'annule, il faut et il suffît que l'on ait 

<Pî(po, To, £'1, ei, £i, y;, yi, yi ) = o, 
à fô^^ 
da \dix 

(42) {±(0^ 
da \dy^ 

à (à^x 
âa\àyj 

La première des égalités (^2) exige que l'on ait, quels que soient 
a, 6, c, 

(43) £i=o, £;=o, £;=o, y;=o, y;=o, yl = o, 

D. i5 





à (d(ft 
db \dy^ 


-^)* 


à fd<3t 
dc\dyt 


-^ày'J- 


= 0, 


ày'J^ 


d fdft 
db\âB, 


*^y 


de \dy, 


-^Oy'J- 


= 0, 


ày'J ^ 


à /0<f, 
àb \dy, 


-^y 


d (df, 
dc\dt3 


^à.'J- 


-0. 
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en sorte que les trois dernières deviennent 



(44) 



âa ôei ôb ôy^ ' ôc dy. 


= o, 


da dyi db de, de dy^ 


i=o 


d d<^i d d(p, ^ d dot 
ôa dyt db dy^ de di^ 


= o 



Les égalités (^i4) entraînent Tégalité 

J J J l \àa di, "^ db dy^ '^ d'c dyj^ 
f d d^._ d d^^ d d<Pi\ 
\da d'/i db ôz^ de dy^J 

\da dy^ db dyx de de, / J ~~ 

qui devient, en vertu des égalités (i)« 

Au premier membre de cette égalité (V^), la seconde intégrale 
s'annule, car ^, y], X, sont nuls en tout point de la surface £. Si l'on 
tient compte, en outre, du théorème d*Ëuler sur les fonctions homo- 
gènes, cette égalité devient 

/ / y '^*^^"' ^""^ ^*' ^*' ^" ^*' ^" '''^ ^^ ^^ ^^ ~ ^' 

La fonction 9^ ne pouvant être négative, elle exige que Ton ait» 
quels que soient a, 6, c, 

?ï(po, To, «1, 6„ e„ yi, y„ ya ) = o 
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OU bien, puisque ^p^ est une forme définie positive en £,, £3» ^3» ïm 
Y2» Ta» 

(46) £1 = 0, £, — 0, £3 — 0, yr-o, 75 — 0, 7,-0. 

Les égalités (43) et (46) sont donc les conditions nécessaires et 
suffisantes pour que le terme explicitement écrit, en l'expression (4i). 

de -j^ soit égal a zéro. 

Les égalités (46) équivalent aux égalités 

/ I =z Xj -h WjC — Ws hy 

(47) \ t)— X, 4- 0)3^ — 0), c, 

. ( Ç =X3-4- 0)16 — Wja, 

tandis que les égalités (43) équivalent aux égalités 

(48) j yî'=rX;-hw;a — w'ic 

f ç'=rx;-h',);6-«;c, 

^l> ^If ^J» <*>!, Ci)j, Wj, 



* '^y ' \ \f \f \f I f I 

\ Aj, A,, A3, 0),, 0)j, Wj, 

étant douze quantités indépendantes de a, 6, c. Mais les quantités ^, 
Y), C données par les égalités (4?)» doivent, selon les conditions (8), 
s'annuler en tout point de la surface S; selon les conditions (8 6/>), il 
en doit être de même des quantités $', y]', C données par les éga- 
lités (48); pour cela, il faut et il suffit que les douze constantes (49) 
soient égales à o, ce qui nous donne, quels que soient a, 6, c, 

( r=o. -"'=0, ç'^o. 



Tellessontles conditions nécessairesetsuffisantes pour que s'annule 



ri- f T 

la quantité explicitement écrite en l'expression (4i) de 



Les termes explicitement écrits en l'expression ('ii) de -jrr sont 
donc infiniment petits du second ordre lorsque Ç, yj, u, $', r\\ C sont. 
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partout, infiniment petits du premier ordre; leur somme ne s'annule 
que lorsque les six quantités $, y], ^ l\ y]', ^ sont nulles quels que 
soient a, b, c\ hors ce cas, cette somme est essentiellement positive. 

Les termes non explicitement écrits sont infiniment petits du troi- 
sième ordre lorsque i, y), C $', r\\ *Q sont, partout, infiniment petits. 

On peut donc limiter supérieurement les valeurs absolues de $, y], 
X,, de leurs dérivées partielles du premier ordre en a, 6, c et de \\ yj', C 

de telle sorte que -^^ soit sûrement positif; pour qu'il en soit ainsi 

quel que soit /, il suffira, si le système est stable, d'imposer des 
limites supérieures suffisamment petites aux valeurs absolues initiales 

de i. Y], j;, l\ r/, l\ 

Considérons maintenant la valeur initiale de -i-> valeur qui se tire 

de l'égalité (39). 

Lorsque ^, yj, ^, $', yj', Ç' sont partout infiniment petits, les termes 
explicitement écrits sont, en général, infiniment petits du second 
ordre, tandis que les termes représentés par +... sont infiniment 
petits du troisième ordre au moins. 

Supposons les valeurs initiales ÇJ^, y]J,, XJ^, de $', y]', C liées aux 
valeurs initiales ^0» ^Qo» ^0» de ^, y], Ç par les relations 

4;-K^'c:o, r,;--=K«rîo, Ci^K^U 

où K^ est une quantité positive indépendante de a, 6, c. 
Le premier terme de (-77) deviendra évidemment 

- "•///(§'■- S'- s- ^ '- ^'- 5?r'») -""" 
OU, selon le théorème d'Euler, 

quantité essentiellement positive si Ton n'a pas 

fi|0=O ÊJ0==O> «80— O» yi0 = O, yio=0, 730=0. 
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Le second terme de (-^) deviendra 

^ / / / •^^^*^' ^*'" ^'°' ^*'" ^"' '''**'^ ^^ ^^^ ^^^' 

On pourra donc choisir K^ assez petit pour que la somme des deux 

premiers termes de f-^- j ait un rapport aussi voisin de i que l'on 

voudra au premier de ces termes. 

On pourra ensuite choisir Ç^» ^o» ^o et leurs dérivées partielles du 
premier ordre en a, ft, c, assez petits en tout point (a, 6, c) pour que 
l'ensemble des termes non explicitement écrits ait une valeur aussi 
petite que Ton voudra par rapport à la somme des deux termes expli- 
citement écrits et, partant, par rapport au premier de ces termes. 

Alors ( -7-) aura le signe de ce premier terme, qui est le signe +. 

Si donc notre système était en équilibre stable, on pourrait choisir 
les valeurs prises, en tout point (a, 6, c), par ^^\ y]^, Î^^» de telle sorte 
que les trois conditions suivantes soient remplies : 

I® U ne surpassera jamais une certaine valeur positive donnée 
d'avance A; 

2** ( -^ ) est positif; 

3** -v-^ demeurera positif quel que soit /. 

Or les deux dernières conditions exigent que U croisse au delà de 
toute limite avec /; ellescontredisentdonck la première, en sorte qu'il 
est absurde d'attribuer la stabilité à notre sytème. 

La proposition énoncée est ainsi établie. 

On remarquera que la démonstration de celte proposition n'implique 
aucune hypothèse touchant les actions de viscosité ; ces actions pourraient 
être présentes ou absentes, elles pourraient aussi bien tendre à favoriser 
lemouvement qu^à V empêcher, sans que laproposition cessât d'être exax:te. 

Il est intéressant d'indiquer la forme que prend cette proposition 
pour un milieu vitreux; cette forme est la suivante : 

Si, en un milieu vitreux, on a à la fois les deux inégalités 

(5i) M<o, 3A4-2M<o, 
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l'état d'équilibre initial de ce milieu ne peut demeurer stable lorsqu'on 
suppose fixés les divers points delà surface qui le limite. Cette proposition 
demeure vraie que le milieu soit exempt de viscosité ou qu'il en soit 
doué, que cette viscosité tende à gêner ou a favoriser le mouvement. 



III. — Établissement de diverses formules qui serviront à disenter la 
stabilité initiale d*nn milieu vitreux ('). 

C'est à la considération des seuls milieux vitreux que notre analyse 
va maintenant s'attacher. 

Nous supposerons ces milieux illimités; nous supposerons en outre 
que/ef régions infiniment éloignées sont maintenues immobiles ; ^U d'une 
manière précise, voici ce que nous entendrons par là : 

Soit rla distance d'un point (a, é, c) à l'origine des coordonnées; 
nous admettrons que, lorsque r croit au delà de toute limite, les 
fonctions 

?, r^ Ç, r, ri\ K\ 1% fl\ r 

tendent vers o à la façon de fonctions potentielles; c'est-à-dire que 
ces fonctions tendent vers o; qu'il en est de même des produits par r 
de leurs dérivées partielles du premier ordre en a, 6, c\ des produits 
par r* de leurs dérivées partielles du second ordre en a, 6, c. 

Que ^, Y], ^ soient finis ou infiniment petits, nous poserons, en 
toutes circonstances. 



(52) 



6 


~ da 


db 


de 


M, 


" àb 


-Te' 




W, 


~ de 


-Ta' 




Wj 


~ ùa 


-â.. 
db 





[^ 1 ) Sttr quelques formules utiles pour dUcuter l/i stabilité d'un milieu vitreux ( Comptes 
rendus, l. CXXXVIII, p. 737, séance du 21 mars 1904). 
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Si $, Y], î^, $', Y]', C sont infiniment petits, il résulte des égalités (34) 
que nous aurons, en tout point (a, 6, c) et à tout instant /, 

(53) (A-+-2M)A9 4-(X-+.2fx)^^A0-po^-+-... = o 



et aussi 



M Aw,-h fX — Aw,- po-T— -4- . . . =: o. 



(d4) < MAwi-hfx^Aw,— po-^ -h... = o, 

m* A ^ A ^*W3 

MAwj-hfx^-Aw,-po-^H-...=:o. 

Dans ces équations, comme dans les équations (3\) dont elles dé- 
coulent, les symboles +... remplacent des termes qui sont infini- 
ment petits au moins du second ordre lorsque $, y], ^, Ç', y]', C sont, 
partout, infiniment petits du premier ordre. 

Ces préliminaires posés, considérons l'expression 

(55) W=:{\-h2M) C C f(\eydadbdc, 

OÙ nous supposerons tout d'abord Tintégrale étendue au volume que 
limite une surface Z dont tous les points sont à une distance finie du 
point 0; nous pourrons ensuite faire croître au delà de toute limite 
tous les rayons vecteurs de cette surface sans que l'intégrale cesse 
d'avoir un sens. 

De l'égalité (55), nous tirerons 

(56) '•^z^'2{\^2M)fl6A9'dxs, 
puis 

(57) —- = 2(A-\-2M)l (A0')«û?Gj-h2(A-h2M) / AflAeVro. 

Dans ces égalités on a posé, pour simplifier les formules, 
dadbdc = dxs, ^ = ô', ^ = 0*. 

ut Ot 
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L'égalité (53) donne 

Po Po 

en sorte que l'égalité (57) devient 

po J po J 
4- 

Cette égalité, à son tour, peut s'écrire 

(58) ^=:2(A'h2M) ^{^e')*du5 



2(A-+-2M) 



P' 

2(A-h2M)« 



J \ àa^ âa db db de de ) 



Po J an, 

Po J àrti 
-H 

Dans cette égalité, /i; est la normale à l'élément rfS, dirigée vers 
l'intérieur du volume occupé par le milieu. 

Si l'on fait croître au delà de toute limite tous les rayons vecteurs 
de la surface S, l'égalité (58) devient 

(59) ^=.2i\-^2M)f{M'ydm 

a(A4-2M)(X-t-2fjL) r/ ôùi6d^Q' d^d^ dMdl6' \^^ 
Po J \ da da db db de de ) 
-t- 

Dans les égalités (/)8) et (Sg), le symbole -h... remplace des termes 
qui sont infiniment petits au moins du troisième ordre lorsque Ç, rj, î^, 
^', Y]', Xj sont, partout, infiniment petits. 
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Considérons maintenant l'expression 

^=-/[(")"*('0-(S)']- 

Nous aurons 
ce que l'égalité (53) permet d'écrire 

+ ,(). + .^ )j [-- -- +__- + _ -^j rf^ 

-h 

le signe h-. . . désignant des termes qui sont infiniment petits du troi- 
sième ordre lorsque Ç, y], t, ^\ y]', X,' sont, partout, infiniment petits. 
D'ailleurs, l'égalité (Gi) p«»ut encore s'écrire 

(62) ^ =-- 2{A-^ 'iM) f M Iff du5 -- 2(l-h 2ix) f [AO' )' fiw 

-h 

Si l'on fait croître au delà de toute limite tous les rayons vecteurs 
de la surface S, cette formule se réduit à 

(63) ^— -2(A-haM) rAeA6'c^cT-2(X-i-2^) r(A^')*t/TiH-.... 
Revenons à la formule générale (6i); elle donne 

-^.(A^2M)j(^— -^ ^ — —^ — -ytr. 



X r(à^' à^ô' 00' â^S' âO' dàO"\ , 



16 



(ta 
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L'égalité (53) transforme cette dernière égalité en 

Cette égalité, à son tour, peut s'écrire 
(fi',) ^ rr.- a(A + 2M)f\ie'ydrs— 2( A + ^}li)f^e' j^^2 

2(À-(--ju) /•, r,, „ dA9 ,^ .dAÔ'IdAe' 

l/A «x'^^^ /■> ,<JA6'|*?Ae'j , 

, 3(), + 2fx) /"i r,. „,(>A9 ,^ .(>A0'| <? «^e' 

r, , .,,c)A5 ,- ^d\B'-\ d de' 

f/A M t^'^''' /■> .«^A^'l à àO'i^ 
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a(XH-2/Ji) A d6' à [,. ^,àl6 ,^ .<>A9n 



Si l'on fait croître au delà de toute limite tous les rayons vecteurs 
de la surface S, cette formule se simplifie et devient 



(65) '^--=-2(A+aM) /(AO')'t/nj 

-H[(A + aM)-^ + (/.-Ha^)-^J 

+ [^(A + aM)-^4-a + 2M)-^J j^ 

+ |^(A + aM)-^ + (XH-2^)-j^J 



016' 
ôb 



f/A w.<^^^ /^ ôie'\oi6' i , 

L^ ' Oc ^ ^^ Oc I c>c- t 



Dans les égalités (G/|) et (65), le signe h- . . . représente des termes 



qui sont infiniment petits du troisième ordre lorsque $, r^, ^, $', y]', 
sont, partout, infiniment petits. 

Considérons maintenant l'expression, analogue k l'expression (55), 

(66) P = Mrrr[(Aaij»-i-(Aw,)«-h(Aca),)*]c^ac/^^c-, 

que, par abréviation, nous écrirons 

(67) PiziiM^ Aao))*^©, 
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Do cette égalité (G7) nous tirerons 
( r>8 ) ^ -_-„ a m2 Taw Ag/ dfa. 

Raisonnant ensuite comme nous l'avons fait pour tirer l'égalité (Sp) 
de l'égalité (56), mais en substituant dans nos déductions les éga- 
lités (54) à l'égalité (53), nous trouverons que l'on a, pour un milieu 
indéfini, 



2M« 



2 M jjL ^ r/d loi ô Aw' d Afi) d Aw' ô Aw d Ao)'\ ^, 



Dans cette égalité, le signe -h... désigne des termes qui sont infini- 
ment petits au moins du troisième ordre lorsque Ç, y], X, sont, par- 
tout, infiniment petits. 

Considérons enfin l'expression, analogue à l'expression (60), 

Raisonnons comme nous l'avons fait pour tirer l'égalité (63) de 
l'égalité (60), mais en faisant usage des égalités (54) au lieu de 
l'égalité (53); nous trouverons que l'on a, pour un milieu indéfini, 

(7,) ^rr-.— cîMV rAwAw'^cj-ajUL^ r(Aw')*^nJ, 



-4-... désignant encore des termes infiniment petits du troisième 
ordre lorsque Ç, y], ^, \\ y)', XJ sont, partout, infiniment petits. 
En raisonnant comme nous l'avons fait pour obtenir la formule (65), 
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nous trouverons que l'on a, pour un milieu indéfini. 



72) ^=^2M^J{àc.'ydus 



(«^ 






p 



/„dAw dAw'\<JA«n , 



-h... désignant toujours des termes infiniment petits au moins du 
troisième ordre lorsque $, y], ^, Ç', tj', C sont infiniment petits 

Ces diverses formules vont nous permettre d'établir plusieurs pro- 
positions touchant la stabilité des milieux vitreux. 



IT. — D'une autre condition nécessaire pour la stabilité 
d'un milieu vitreux illimité (M- 

La première proposition que nous démontrerons est la suivante : 

Considérons un milieu vitreux indéfini dont les régions infiniment 
éloignées sont maintenues immobiles. L'état initial de ce milieu ne pour- 
rait sûrement pas être un état d^ équilibre stable si Von aidait à la /ois les 



( * ) Considérations sur la stabilité et, particulièrement, sur ta stabilité des corps élas- 
tiques ( Procès-verbawr dex séances de la Société des Sciences physiques et naturelles de 
Bordeaux, Séance du aS juin i<jo3). — D'une condition nécessaire pour la stabilité d'un 
milieu vitreux iUimité {Comptes rendus, t. CXXXVUI, p. 54 1, séance du 29 février 1904). 
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deux inégalités 

(78) A-+-2M<o, M<o. 

Cette proposition est vraie que le milieu soit dénué de viscosité ou doué 
de viscosité; elle demeurerait vraie si les actions de viscosité étaient des 
puissances actives au lieu d'être des résista/wes passives. 

Cette proposition nous donne des renseignements plus complets 
que la proposition démontrée pour les milieux vitreux à la fin du 
paragraphe il. En effet, si les inégalités (52) entraînent les inéga- 
lités (73), les inégalités (73), au contraire, pourraient fort bien être 
vérifiées sans que (3 A -H 2M) fût négatif. Il est vrai que la proposi- 
tion démontrée à la fin du paragraphe 11 s'applique à un milieu limité 
par une surface immobile quelconque, tandis que celle-ci suppose le 
milieu illimité en tout sens. 

Pour démontrer cette proposition, considérons la fonction 

(74) U=:-V-+-^-P-+-/?. 

En vertu des égalités (55), (60), (66) et (70), et des inégalités ( 73), 
cette grandeur ne pourra jamais être négative. Si l'on impose aux 
valeurs absolues de 6, 6', (o,, (o^, (o,, o)'^, o)'^, (o^, des limites supé- 
rieures convenables, Usera sûrement inférieur a une quantité posi- 
tive quelconque A, donnée d'avance. Si donc l'état initial du système 
était stable, on pourrait sûrement aux valeurs absolues initiales de \, 
Y], ^, \\ Y]', Xj imposer des limites supérieures telles que U n'atteigne 
la valeur A pour aucune valeur de t. 

Les égalités (56), (63), (68), (71) et (74) permettent d'écrire 

(75) ^=-4(A-+-2M) rAÔAô'c^iij-4MV] rAwAw'^e 

-a(i-h 2fx) r(AÔ')»c^G7-2fx 2 A^w')*rf© 
-H , 

-h. . . désignant des quantités qui sont infiniment petites au moins du 
troisième ordre lorsque ^, y], ^, ^', y]', C sont, partout, infiniment 
petits. 
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Les égalités (Sg), (65 ), (69), (72) ot (74) donnent, à leur tour, 

(76) ^r^-4(A-f-aM)y(A9')'rf'n 

-+- 

Le signe + . . . désigne toujours des infiniment petits d*ordre supé- 
rieur par rapport à Ç, y), Î^, $', y)', C- 

Peut-il arriver que le terme explicitement écrit au second membre 
de l'égalité (76) soit nul? Pour cela, en vertu des inégalités (73), il 
faut et il suffît que Ton ait, quels que soient a, b, c : 

(77) A^/:-0, 

(78) {^^'^''^^'àb ■^(^-^^^)-^=^' 

(79) Aw'i = o, Awi = o, Aw', = 0, 
/ - . d Aw, d Aw/ 

(80) \ àb '^ db ' 
-, d Aw/ <? AwJ 

(j = i, 2, 3). 
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En vertu de l'égalité (77) et de la première inégalité (73), les éga- 
lités (78) deviennent 

duo à^e dàe 

T«-=^' -JT"^^' -5r=^ 

et, comme Aô est nul à Tiniini, 

(81) IOttzO. 

De même, en vertu des égalités (79) et de la seconde inégalité (73), 
les égalités (80) deviennent 

-j^r^^' -àir'^-''^ -dc~=^ 

et, comme Aco,- est nul a Tinfini, 

(82) AûJ, =0, Aw,=:0, AûJj^O. 

Les quantités 

6, ûj,, w„ fi),, 

doivent, dans tout l'espace, vérifier les équations (81), (82), (77) 
et (79); elles doivent, en outre, s'annuler à l'infini; cela exige que 
l'on ait, dans tout l'espace, 

(83) 0)1 -=: O, Wj =r O, Wp = O, 

(84) e = o, 

(85) &)[ =0, aiji=:o, &/, =10, 

(86) Ô'zr:0. 

Les égalités (83) et (85), jointes aux trois dernières égalités ( j2), 
montrent qu'il existe deux fonctions F(a, A, c), F'(a, ^, c), finies 
continues et uniformes dans tout l'espace, telles que Ton ait 



^87) 



h 



«)F dV „ dF 



^-~-dâ' ^-~1B' ^-~'dF' 
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Les égalités (84), (86), (87), jointes à la première égalité (55), 
exigent que Ton ait, dans tout l'espace, 

AF-o, AF' = o. 

F et F' sont donc de simples constantes et les égalités (87) 
deviennent 

Ç = O, Yî = O, Ç := O, 

^'=rO, Yî'~0, Ç'=rO. 

Telles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que le 
terme explicitement écrit au second membre de l'égalité (76) de- 
vienne égal à o. 

Hors ces conditions, ce terme est essentiellement positif; il est infi- 
niment petit du second ordre lorsque ^, y], 2J, ^', rj', *Q sont, partout, 
infiniment petits. 

On voit donc que, tant que les valeurs absolues de $, y), ^, $', rj', Xj 
et de leurs dérivées partielles du premier ordre en a, 6, c ne surpas- 
seront pas certaines limites, -^ aura sûrement le signe de son pre- 
mier terme et sera positif; si l'équilibre initial du système était 
stable, on pourrait limiter supérieurement les valeurs absolues ini- 
tiales de 5, Y], î^, \\ Y)', ^' et de leurs dérivées partielles du premier 

ordre en a, 6, c, de telle sorte que -^ ne puisse devenir négatif pour 

aucune valeur de /. 

Considérons, d'autre part, la valeur prise, à l'instant i = o, par la 

quantité ^ qu'exprime l'égalité (11). 

Posons, à cet instant / = o. 

L'égalité (75) nous donne alors 

-\- 

D. 17 
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Visiblement, nous pourrons prendre pour K^, $«, rjo» ^o et pour les 
dérivées partielles en a, b, c de l^, y]o, ^o» des valeurs assez petites 

pour que (-37-) ait le signe des termes qui, au second membre, 

occupent la première ligne, et ces termes sont positifs. 

Si donc l'état initial du système était un état d'équilibre stable, 
nous pourrions disposer des valeurs initiales de $, y), l, $', y]', s' de 
telle sorte que les trois conditions suivantes fussent sûrement rem- 
plies : 

i^ U ne surpasserait pour aucune valeur de / une quantité posi- 
tive A, arbitrairement donnée d'avance; 

2,^ La valeur initiale de -j- serait positive; 

3*" -jjf ne serait négatif pour aucune valeur de /. 

Les deux dernières conditions contredisent la première; le théo- 
rème énoncé est donc démontré. 



V. — Le postulat des petits mouvements. 

Les démonstrations précédentes ont la rigueur introduite dans les 
questions de ce genre par M. Liapounoff et par M. Hadamard. Nous 
allons obtenir d'autres propositions par des démonstrations un peu 
moins rigoureuses en ce qu'elles impliquent un postulat que nous 
avons déjà invoqué dans l'étude de la stabilité des fluides (*). Com- 
mençons par énoncer avec précision ce postulat, que nous nomme- 
rons la postulat des petits mouvements. 

Considérons un milieu isotrope, dont une partie de la surface est 
maintenue immobile, tandis que le reste de la surface supporte une 
pression normale, uniforme et constante. Donnons à ce milieu un 
mouvement; à l'instant t, le point matériel dont les coordonnées ini- 
tiales sont a, b, c, aura pour coordonnées 

a:=a-hi,{a, b, c, t), yz=zh-^f\{a, b,c, t), 5 = c-h Ç(a, 6,c, /). 



( * ) Sur la stabilité et les petits mouvements des corps fluides {Journal de Mathéma- 
tiques, 5* série, t. IX, p. 233; 1903). 
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Supposons que les valeurs absolues de ^, y), ^ admettent, quel que 
soit ^ une limite supérieure A 

(88) UI^A, |-/i|<A, |Ç:|<A 

et que Ton ait de même, quel que soit /, 



(SSbis) 



\da 
àt 

on 



an 



dadt 



dl' 






âri 
Ôt 

an 



ôadb 






ùc 
dt 






d'K 



(Pn 



dt* 



;'**'' A, 



dcdt 

d^\ 
dt^l 






r,r^, r", r'*', r'% étant des constantes positives données une fois pour 
toutes. 

Reportons-nous k ce qui a été dit au paragraphe I, et nous voyons 
que, toutes les fois que A est suffisamment petit, ^, yj, î^, nuls en tout 
point de la partie de la surface terminale qui est maintenue immo- 
bile, vérifient les équations (34) en tout point (a, b, c) du milieu et 
les équations (35) en tout point de la partie de la surface terminale 
qui supporte une pression invariable. Dans ces équations, le sym- 
bole + .. . remplace des termes qui sont infiniment petits au moins 
de l'ordre de A*. 

Cette proposition n'est point douteuse ; elle est le fondement des 
considérations développées aux paragraphes II et IV. Voici mainte- 
nant la proposition très voisine que nous lui substituons : 

Si A est inférieur à une certaine limite, on a, quel que soit /, 

(89) ^— M-h/AS rî = (>-+-mAS Ç = 1^-^/1 A*, 

/, /w, n étant trois quantités qui, quels que soient a, i, c, /, et quelque 
petit que soit A, ne surpassent pas en valeur absolue une certaine 
grandeur positive fixe F; dont, en outre, les dérivées partielles du 
premier et du second ordre en a, 6, c, t admettent également des 
limites supérieures fixes. 
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(92) 



Dans les égalités (89), w, v, w sont trois fonctions de a, 6, c, /, 
définies de la manière suivante : 

1® Pour toutes valeurs de a, 6, c, t, on a 






d' /da dp d«'\ d . d'« 



db 



dt- 



(90) 



da d< \ da 

<-^-^**>d5 U-^dft-^d^j^"^^ 

(X 



Po 



d<» 



. d' /dw di» dwX d . 



d« 



d*r 



df» 



db àl \ da db de ) 
/ » MX ^ /<^" à\' dw\ ., . 

(^^**)d^ U + dï-^d^)-^»*^"' 

** ^ikdï U + dÂ -^ dFJ -^'*di^"'-P» dF 



■a 



2" Kn tout point do la partie maintenue immobile de la surface 
limite, on a 



(9') 



U = O, 



rzno, 



w = 0. 



3" En tout point de la partie de la surface limite qui supporte une 
pression invariable, on a 



[^di(d^ 

^^ [db^ 



di^ ôiv\ ^. du "I 

"-rb^dFJ-^^^d^ J« 



'^dt\ôb 



(ùu dv\ r. d (du 



db 
db 



M 






d_(dsv 



\ d /de d.i'N. 



d« 
de 



„ /du df\a ,, /dw d«\ 

-^** U-^d^)^-^'^ (dï-^d?)--' 

d /du dv\ a d (dw du\ 

^f'dl[Tb-^d^)^-^f'Tt[d^^Tc)y = ''' 
d?)-*-^M53 Jp + M (5^ + ^)7 

dw\ d^v 1 - d /{?f dw\ 

-àF)-^^^dbdl\^^i'dt[Tc-^Tb)'^=''' 

[, (du dv div\ ^mdiv "1 
1 d /du di^ div\ d^iv ] 

-^ r d-^dH ^ dZi "^ dFj ^ ^/^dFdi j "-^ ="• 
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4** A l'instant / = o, on a, quels que soient a, 6, c, 

dt~~W dt ~"ôi' dt " dt' 

Les équations (90) et (92), qui doivent déterminer //, v, m% ne dif- 
fèrent des équations (34) et (35), que doivent vérifier ^, yj, ^, que par 
la suppression des termes représentés par -h. . . , lesquels sont infini- 
ment petits par rapport aux termes explicitement écrits. 

Mais, bien que les équations qui déterminent Ç, rj, X, différent infi- 
niment peu de celles qui déterminent i/, c, m^, bien que ces quantités 
et leurs dérivées par rapport à t soient identiques à l'instant initial, il 
n'est nullement prouvé que les quantités (^ — w), (y] — v), (^ — w) 
soient toujours infiniment petites du second ordre. De ce que deux 
systèmes d'équations aux dérivées partielles diffèrent infiniment peu l'un 
de l'autre, on ne saurait conclure que leurs intégrales correspondant aux 
mêmes conditions initiales y différent infiniment peu. 

Donc, en écrivant les égalités (89), nous admettons implicitement 
l'exactitude d'un postulat non démontré. 

Néanmoins, comme, dans une foule de questions du même genre, 
les plus grands géomètres ont fait usage de ce postulat, nous allons 
en user à notre tour au numéro suivant. 



TI. — Hodifications (^) que le postulat des petits mouvements 
permet d'apporter aux propositions démontrées au n"" I. 

Le postulat des petits mouvements permet, tout d'abord, de rendre 
un peu plus complètes les propositions énoncées et démontrées au n*" 1 . 

Il permet, en premier lieu, à' étendre le théorème que nous avons for- 



(*) Sur les conditions nécessaires pour la stabilité initiale d'un milieu vitreux {Procès- 
verbaux de la Société des sciences physiques et naturelles de Bordeaux, séance du 
•^ evril 1903). 
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mule pour tous les milieux vitreux ou cristallisés au cas où la surface qui 
limite le milieu étudié^ au lieu d*être entièrement fixe y serait en partie 
dèformahh et soumise, dans sa partie déformable, à une pression inva- 
riable. 

Il permet, en second lieu, d'apporter un autre complément au 
iCoroUaire, relatif aux milieux vitreux, que nous avions tiré de ce 
théorème; ce corollaire, ainsi complété à deux reprises, se formulera 
de la manière suivante : 

5* l'on a, en un milieu vitreux, les deux conditions 

3A-h2Mlo, 



(^^) ' M£o 



dont l'une au moins ne se réduit pas à une égalité, le milieu ne peut 
demeurer en équilibre stable lorsque les diverses parties de sa surface 
terminale sont ou maintenues immobiles, ou soumises à une pression 
invariable. 

Nous nous contenterons de démontrer cette dernière proposition, 
laissant au lecteur le soin, d'ailleurs aisé, d'établir la première. 
Posons, en effet. 



du dsf dw 

(95) 



'»-d^* ''-W ''--ô-c' 



_ <^iv dv du ôw <?r du 

'^'-db'^Tc' y^-li'^d^' 'i'-Tb^Ta 



et considérons l'expression 



(96) u=-gyyyi(3A+aM)(£,+£.-H£,)' 

4-2M[(£,-£,)'+(£,— £,)'-+- (£,-£j)' H- 37Î-t-3-/î+3-/î]Xa</6f/c 
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que l'on peut aussi écrire, en posant dxs = dadbdc^ 

(97) U=-iy*[A(e, 4- £,-+-£,)» 

4-M(2£;-f-a£Î -i-2£Î-+-yî-hyî-hyî) ûfcy 

L'égalité (66) nous montre que, lorsque les conditions (94) sont 
vérifiées, U ne peut jamais être négatif. 

Les conditions (88), (88 bis) et (89) nous montrent ensuite que, si 
la grandeur A dont dépendent les limites imposées aux valeurs 
absolues de $, y], X, et de leurs dérivées partielles est suffisamment 
petite, U demeurera sûrement inférieur à une limite positive arbi- 
trairement fixée d'avance V. 

Enfin, si l'état initial du système est stable, on pourra, aux valeurs 
absolues initiales de 

qui, selon les égalités (93), sont les mêmes que les valeurs absolues 
initiales de 

du âif dw 

Tt' W 'de' 



//, Vy w, 



imposer des limites supérieures telles que A soit aussi petit que l'on 
voudra, partant que U demeure, quel que soit /, inférieur à V. 
L'égalité (96) nous donne 

-»«[c.->(^-^)-(..-..)(^^-^)*(.,-..)(è-$) 

r fdu <?•// dv d^v ôw d^w\ 
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Mais, selon les égalités (90) et (q^), 

'" f\ [ ^'^■^**^^ (£, + e,4-£.) + MAi/ 
+ \ (A-t-M)^ (£, + £,+ £,) -4- M Al» 

-I- (Ah-M)-j- (e, H-e,-4- £3) 4-M Atv 
= — j| [A (£,-HE,+ E,) + 2M£,] a + M y, P + My,y 

-i/{(3A..M)(£.-.£..£3)(^^.^-.^) 

..m[(£,-£,(§-^).(£,-£,)(^-^).(£.-£,)(^-|; 

-^v/^-3y,^.3y.|]j.. 

Au dernier membre, la ligne de points remplace deux intégrales 
analogues à celle qui précède cette ligne. 

Or, ces trois intégrales étendues à la surface que limite le milieu 
sont séparément nulles; en effet, ou bien l'élément ^S appartient à la 
parlie immobile de cette surface; alors z/, t^, \v y sont, selon (91)» 



j 
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nuls quel que soit ^ ce qui donne 

du dv div 

ou bien l'élément r/S appartient à la partie déformable de la sur- 
face S; alors les égalités (92) y sont vérifiées. En toute circonstance, 
les égalités (98) et (99) nous donnent 

Formons maintenant -^ • 
Nous pouvons écrire 

+ |^A(.,+ .,H-..) + »M.. + »(^+^" + ;jJJ + ,p3j.J-j^ 

* [a,.,.. ....,*. M... X(*.-^.^)., 4-]^ 
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La seconde intégrale peut s'écrire 

H-|(A-hM)^(£,4-£,4-6,)-i-MAr -+-(XH-fx)2^^(£,-h€,-h6,)-^fx^Ai' J — 
^-[^(A^-M)~(£,+£,^-e,)4-MA«^+(X^-/x)^^(e,^-E,4-£,)+fz^^^ 

Dans cette expression, les trois premières intégrales sont nulles; 
en effet, ou bien Télément ^S est immobile, cas auquel i/, (^, (v sont 
nuls, quel que soit /, ce qui donne 

•5i^=^' W-^""^ -^7^=^' 

ou bien l'élément ^S supporte une pression invariable, cas auquel 
les égalités (92) y sont vérifiées. 

Quant à la dernière intégrale, on peut la transformer en y rempla- 
çant M, v^ w par leurs valeurs tirées des égalités (90). Finalement, 
l'égalité (ici) devient 
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-^— f] r(A-^M)^(£,-h£,4-E,)+MA// 

-+- (AH-M)-TT(eiH-£, -h £,) -4- M Ar 

-f-TcA-l-M)^ (£,-i-£,-r-£,)4-MAiV 

A rinstant / =o, rien ne nous empêche d'associer aux valeurs que 
nous choisirons pour u, y^ w des valeurs de w' = ^> i'' = ^ » w' = -r 
données par les formules 

K^ étant un coefficient indépendant de a?, j, 5. Alors, au second 
membre de l'égalité (roo), la première intégrale deviendra 

-^yi(3AH-2M)(£, +£, + £.)« 

-h2M[(£,-£0*-H(£,~£,)*-h(£,-£,)*-h3yÎ4-3yî-h3yî]trfBj, 
tandis que la seconde deviendra 

+ 2f^[(£3-H,)' + (ei-e»)*^-(£î-e.)'-^3yÎ4-3yî-^ 3yni^^- 

En vertu des conditions (q^O' dont l'une au moins ne se réduit pas 
à une égalité, nous pouvons choisir u, v^ w de telle sorte que leurs 
valeurs absolues ne franchissent pas les limites qui leur sont impo- 
sées et que la première des deux intégrales précédentes soit positive. 

Nous pouvons ensuite choisir K'^ si petit que les valeurs absolues 
de u\ v\ w deviennent inférieures aux limites qui leur sont imposées 
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et que la seconde intégrale soit inférieure en valeur absolue à la pre- 
mière. 

Dès lors, la valeur initiale de -^ sera sûrement positive. 

D'autre part, en vertu des conditions (94)» -^tt' q^* ®st donné par 
l'égalité (102), n'est jamais négatif. 

U croit donc au delà de toute limite avec t. 

Cette conclusion, qui implique contradiction, démontre par l'ab- 
surde le théorème énoncé. 

La proposition précédente a une application importante : 

Pour un corps fluide, M est nul; nous voyons alors qu'un corps 
fluide où A serait négatif, serait en équilibre instable lorsque cer- 
taines parties de sa surface seraient maintenues immobiles, tandis 
que d'autres supporteraient une pression invariable. Par là se trouve 
étendue aux fluides visqueux une proposition démontrée ailleurs (*) 
pour les fluides exempts de viscosité. 



VII. — Autre conséquence du postulat des petits mouvements : ni Tune ni 
l'autre des deux vitesses de propagation au sein d'un milieu isotrope ne 
peut être imaginaire ('). 

Le postulat des petits mouvements nous permet d'apporter un com- 
plément important à la proposition que nous avons établie au para- 
graphe IV; nous pourrons, en efl*et, énoncer et démontrer le théo- 
rème ;que voici : 

Considérons un rnilieu vitreux indéfini dont les régions infiniment 
éloignées sont maintenues immobiles. L'état initial de ce milieu ne pour- 



(t > Sur la stabilité et les petits mouvements des corps fluides^ Chapitre ffl {Journal de 
Mathématiques pures et appliquées, 5* série, t. IX, 1908, p. 233). 

(*) Sur les conditions nécessaires pour la stabilité initiale d'un milieu vitreux (Procès- 
wrbaux de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, séance du 
a avril 1903). 
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rait sûrement pas être un état d'équilibre stable si l'on avait l'une ou 
l'autre des inégalités 

(io3) A-i-aM<o, 

(io4) M<o. 

Cette proposition est vraie que le milieu soit dénué de viscosité ou qu'il 
soit doué de viscosité; elle demeurerait encore vraie si les actions de vis- 
cosité, au lieu d'être des résistances passives, étaient des puissances 
actwes. 

Dans le cas où le milieu est dénué de viscosité, cette proposition peut 
s'énoncer autrement; si i*on se reporte aux expressions, données par 
les égalités (20) et (21), de la vitesse de propagation des vibrations 
longitudinales et de la vitesse de propagation des perturbations trans- 
versales, on peut la formuler ainsi : L'équilibre initial du milieu serait 
sûrement instable si l'une ou l'autre des vitesses de propagation y était 
imaginaire. 

Supposons, en premier lieu, que Ton ait 



(io3) 


A-haM< 


Posons 




(io5) 


du dv 



En vertu des égalités (90), cette grandeur vérifiera, en tout point 
du milieu, l'équation aux dérivées partielles 

(106) (A + aM)AeH-(X + afji)i^ Ae-p.^ = o. 

Considérons l'expression 



où 



0'=?. da — dadbdc. 
ôt 
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Des calculs tout semblables à ceux qui, des égalités (55) et (60), 
tirent les égalités (56) et (63), nous donneront 

(,08) ^=T-4(A-4-2M) rAeAe'^Bj-2(A-f-afjL) r(Ae')«rfBj. 

Puis, des calculs semblables à ceux qui ont fourni les égalités (5()) 
et (65) nous permettront d'écrire 

(109) ^ -r^ 4(A + 2M)J{M^ydw 

Ces préliminaires posés, supposons que l'état d'équilibre initial 
du système soit un état d'équilibre stable. On pourrait visiblement 
imposer aux valeurs absolues initiales de 

qui sont les mêmes que les valeurs absolues initiales de 

du dv dw 

"' "' ^' Tt' Tt' ôT' 

des limites telles que U ne surpasse à aucun instant une certaine 
valeur positive donnée d'avance V. 

D'autre part» nous pourrons toujours, à cet instant initial, prendre 

du ôv dw 

K^ étant une quantité indépendante de a, b^ c. Nous aurons alors. 
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selon Tégalité (to8), 

(iio) (|^)^=:-4K'(A+2M)y(Aeo)*e/BJ 

— 2K*(X -4- 2/x) r(Aeo)*fl^Hy. 

Nous pourrons toujours, sans que les valeurs absolues initiales de 
"' ^* ^' 17' 57' "^ transgressent les limites supérieures qui leur sont 
prescrites, faire en sorte que A@o ^^ ^oit pas nul dans tout l'espace 
et prendre, en outre, K^ assez petit pour que le second membre de 
l'égalité (i lo) ait le signe de son premier terme, qui est positif selon 
Finégalité (io3). 

("57) ^^^^** alors sûrement positif; comme selon l'égalité ( 109)* 

■^-f ne peut être nul à aucun moment, U croîtrait au delà de toute 

limite avec t et ne pourrait demeurer inférieur à Y. La contradiction 
à laquelle nous aboutissons démontre le théorème énoncé. 
Imaginons maintenant que l'on ait l'inégalité 

(io4) M < o. 

Posons, par exemple, 
(i.O û. = ^ + ^^. 

Selon les égalités (90), nous aurons, en tout point du milieu et à 
tout instant, 

("2) MAÛ, + ^^^Aft.-po^^=-o. 

Considérons alors l'expression 

,„a, u=-M/,A.,,*.,/[(^.)V(^^y.(f)-]*, 
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OÙ 



Des calculs semblables à ceux qui, des égalités (67) et (70), tirent 
les égalités (68) et (71) permettent d'écrire 

(I i4 ) ^ = - 4M Taû, Au; doT - 2fx A ASy, y dm. 

Puis, de même qu'on a obtenu les égalités (69) et (72), on ob- 
tiendra l'égalité 

(,i5) ^=-4My(AÛ'.)'<fa 



( 



En raisonnant sur les égalités (ii3), (ii4) et (i i5) comme nous 
avons raisonné sur les égalités (107), (108) et (109), nous prouve- 
rons que Tétat d'équilibre initial d'un milieu indéfini où Tinéga- 
lité (io4) est vérifiée ne saurait être un état d'équilibre stable. 
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CHAPITRE m. 

LE DËPLACBMENT DE L'ËQUIUBRE. 



I. — Du déplacement de l'équilibre en général. 

Considérons d'abord un système défini par un certain nombre de 
variables normales a, p, ..., X, hors la température absolue T. Sup- 
posons qu'à une certaine température T, le système prenne un état 
d'équilibre lorsqu'on le soumet aux actions extérieures A, B, ..., L, 
et que cet état d'équilibre varie d'une manière continue lorsque, sans 
faire varier la température T, on fait varier les valeurs A, B, . . ., L 
des actions extérieures. Si les actions A, B, ..., L éprouvent des 
variations infiniment petites e/A, dB, .... dh^ que nous nommerons 
des actions perturbatrices y les valeurs des variables a, p, ..., X qui 
conviennent à l'équilibre éprouvent des variations rfa, d^, ..., rfX, 
que nous nommerons des perturbations ; l'expression 

d\.da-hdBd^'h...-hdLd\ 

sera nommée le traitait perturbateur isothermique. 

Dire qu'un travail perturbateur est positif, c'est dire, sous une 
forme mathématique précise, que la perturbation se produit dans le 
sens vers lequel tendent les actions perturbatrices. Il est clair que 
les systèmes que la nature nous offre seront tels, en général, que tout 
travail perturbateur isothermique, accompli à partir d'un état d'équi- 
libre, soit positij. C'est ce que nous exprimerons en disant qu'ils sont 
soumis à la loi du déplacement isothermique de l'équilibre. 

Soit ^(a, p, . . ., X, T) le potentiel interne du système; pour que ce 
système soit soumis à la loi du déplacement isothermique de l'équi- 
libre, il faut et il suffit (*) qu'à partir de l'état d'équilibre, toute 
t . . 

( < ) Traité élémentaire de Mécanique chimique fondée sur la Thermodynamique, Livre I, 
Chapitre Vm (t. I, p. 137). 
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valeur de la variation seconde 

soit essentiellement positive. Il en résulte, selon le critérium de 
Lagrange et de Lejeune-Dirichlet, qu*un état d'équilibre soumis à la 
loi du déplacement isothermique est assurément stable si Von mmntient 
invariables la température T et les actions extérieures A, B, . . . , L. 

A cette loi du déplacement isothermique de l'équilibre se rat- 
tachent beaucoup d'autres considérations que nous avons déve- 
loppées ailleurs (*); nous serons amené ici a étendre quelques-unes 
de ces considérations aux milieux élastiques. 

II. — Du déplacement isothermique de Téquilibre pour un milieu élastique 
affecté d'une déformation homogène. 

Supposons que les composantes ^, y], ^ de Télongation soient, pour 
chacun des points matériels du milieu, des fonctions linéaires des 
coordonnées initiales a, 6, c de ce point; en d'autres termes, suppo- 
sons que l'on ait 

(ii6) < ri — rio-h a^a-ha^ib-h a^iC, 

( Ç — Co -+- «81 « -+- «sï ^ -^ «ijC> 

^o> ^0' ^0 6t les aij étant douze quantités indépendantes de a, 6, c. 
Selon les égalités (2 J), nous aurons 

, , , «i =«53 +-i(a},-haÎ3-i-a;,), 

^I =«23^ ^lî-i- »U«13-+- «Îï«i8-+-«3Î«S3> 
^ï — «8|-i- «13-+- «I8«ll-*- «Î3«11-|-«88«3I» 

o3~ «n-t- «j, -»- «n«ii4- aji^îj-h 03,^,,. 

Les six quantités e^, e^, 63, ^,, g.^, g, ont ainsi des valeurs indé- 
pendantes de a, 6, c, ce qu'on exprime en disant que la déformation 
du milieu est homogène. 

Supposons que les quantités $ot ^0» ^0 et les a/y éprouvent des va- 



(ï) fbid.. Livre I, Chapitres VUI, IX, X, XI. 
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riations S^o- ^^o» ^^o» ^^ij indépendantes de a, h, c; nous aurons, 
selon les égalités (i i6). 



(ii8) 






tandis que les égalités (117) donnent 



ciat 



("9) 



; ie^ -r= (14- «11) Ôa,, -+- a,i (î^j, -h a,, da,,, 

de. — a,,ôa,2-+- (i -hfljj) 3a,, -4-a3jias,, 
3^3 — a, 3 dûr,3 -H a„ 5a,g 4- (i -h fljj) 3«3j, 
igx — «iî3^it-+- (i -4- a„) aa„4- a,, 3fl„ 
^ 4- a,jd«i,->-a,, ôa,,4- (i -hass)^»!!» 

*^î=^ a„ ifln -+- a,, da„ H- (1 4-au)da„ 
-f- (i -+- «11)^011 -h ûf,, 3a,t-i- flji ^«33 

a/C'a = (I -^ «11) a«iî-H «ti <î««+ «^31 dfl,, 
-+-a„da,,-t- (i +-a,,)(îa„-ha„ia„. 



Ces égalités peuvent encore s'écrire 



dx . dy ^ âz ^ 



dt'3 = 



àx ()y dz ^ 

_aa„4-^da,3 4-^o«3, 



(120) 



ôx . d y ^ d- ^ 



« or » OY ^ os ^ 

àx ^ ây ^ dz ^ 



da 
dx 



0(1, 



àr ^ àz . 



à y ^ 



Oz^ 



^^,^da.,+ ^oa,.4--oa.,. 
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Les égalités (119) donnant pour e^^ e^^ <?,, g^, ^„ ^,, des valeurs 
indépendantes de a, b, c, la déformation est encore homogène après 
la variation imposée aux ^0» y]o» ^o' ^îj- 

Cette même variation donne encore* selon les égalités (118), 

(121) 3*1 = 0, d'tîzro, 3*Ç=zo 

et, en vertu des égalités (119)» 

«'^• = (dau)«H-(da„)«4-(ôa„)«, 
(133) < 

d'^,= 2 (dan daj, 4- da,t da,t -+- d«ij da»i ), 
\ d'g-,=: a(datt ia^t-h ia^ da,,+ ia„ irt,i). 

Lorsqu'un milieu est, à partir d'un état initial homogène, affecté 
d'une déformation homogène et que, de plus, la température de ce 
milieu est maintenue uniforme, on voit sans peine [Recherches sur 
r Élasticité, première Partie, égalités (62)] que les six quantités N^,, 
Ny, N,, Ta-, Ty, T^ sont indépendantes de a, b, c ou, ce qui revient 
au même, de x,y, z; il en résulte [Ibid., égalités (70)] que les actions 
extérieures capables de maintenir le système en équilibre se réduisent 
à des actions purement superficielles. L'élément dS de la surface qui 
limite le milieu est soumis à une force dont les composantes sont 

(123) Pjre/S = (T,(x-+-Ny[3H-T,y)û^S, 

( P,efS = (Tj.« + T,(3 + N,y)é/S. 

a, p, Y étant les cosinus des angles que la normale à l'élément ^S, 
dirigée vers l'intérieur du milieu, fait avec les axes de coordonnées- 
La perturbation isothermique dont nous venons d'étudier les pro- 
priétés cinématiques transforme l'élément dS en un élément rfS'; 
après cette perturbation, le corps est encore maintenu en équilibre 
par des actions purement superficielles; l'élément dS' est soumis à 
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une force dont les composantes sont 

P; é/S' — PydS-h d( Py dS\ 

p;^'^p,rfS4-d(P,^). 

S(Pa,rfS). S(P^rfS), B(P,dS)sont\efi actions perturbatrices. 
Le travail perturbateur a pour expression : 

efe= r[«(Pa:^)d^-+-d(Prû^S)«t)-hd(P,rfS)dC] 

ou bien, selon les égalités (i23), 

^6 = C\ d[(N;,« ^ T. p -h T^y ) rfS] «^ 
-h d[(T, a -h NyP -4- T^y) fi®] ôt) 
4-3[(Tya^-Ta:P-hN,y)é/S]«ÇÎ. 

Si l'on tient compte des égalités (121), cette expression peut 
s'écrire 

(124) ^5 z= d r[(N,a-h T,P -+- Tyy) ô^ -h (T- a 4- N^(3 -f- T^y) 3tî 

^- (T^a H- T^(3 -f- N-y ) ÔÇ] e/S. 

Les égalités (45), (61) et (62) de la première Partie des Recherches 
sur l'Élasticité transforment la quantité sous le signe / et permettent 
de remplacer Tégalité (124) par l'égalité 

J \àei ' de^ ^ de^ 






OÙ l'intégrale s'étend à toutes les masses élémentaires du système. 
Les six grandeurs e^^ e^f e^, g^^ g^, g^ ayant, ainsi que la tempé- 
rature T, la même valeur en tout point du milieu, cette égalité peut 
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s'écrire, dans le cas où la perturbation est isothermique, 

(126) d^~ m -r— de, -h-, de, H-3— oe, -h , ôgi -f- -, dg^ ^ ig \ 

\()ei âet det dg^ ^' ^^i dgt ^' ' 

\de, de^ t?e, dg, ^^ dg^ ®' (?^, ^7 

(2) désignant un carré symbolique. 
En vertu des égalités (120) et (122), cette égalité (126) devient 



d^ f dx ^ ôy y ^. . 

T— ( -.-^ da,3 -h ;^ drt„ -h tj- déi„ 






m 



àx ^ dv ^ dz ^ \ I 

-h 9 -j — (ia,, 3r7i, 4- ôflf,, 3«,, 4- 5a,, da,, ) -h . . . , 

(2) désignant encore un carré symbolique. 

Pour que le système y exclusivement affecté de déformations homogènes « 
vérifie la loi du déplacement isothermique de l'équilibre, il faut et il suffit 
que le coefficient de m^ au second membre de V égalité (127), soit positif 
quelles que soient les valeurs attribuées aux Sufj, 

III. — Du déplacement isothermique de Téquilibre, en général, 
en un milieu élastique. 

Nous allons maintenant établir la proposition suivante : 

Si la condition qui vient d'être énoncée est vérifiée quelles que soient 
les valeurs de e^, ej, e,, g^^ g^^ g^, le milieu éUistique considéré est 
soumis, en toutes circonstances, à la loi du déplacement isothermique de 
l'équilibre. 

Supposons, en effet, que notre système soit en équilibre lorsqu'on 
le soumet à des actions extérieures qui se composent : 
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1° D'une force Va,dS, V^dS, P^rfS appliquée à chaque élément rfS 
de la surface terminale; 

2° D'une force Xrf/w, Y dm, Zdm appliquée à chaque masse élé- 
mentaire dm. 

Chaque point matériel de coordonnées initiales a, b, c est affecté, 
en cet état d'équilibre, d'une élongation Ç, yj, ÎJ; la déformation, en 
ce point, est définie par les égalités (28). 

A ce système appliquons une perturbation où les quantités Ç, yj, '^ 
éprouvent des variations premières SS» ^yj, B'C, indépendantes ou non, 
et des variations secondes S^Ç, S^yj, S* Ç. 

Les égalités (23) nous donneront 

_ âx ddl ây â dn dz d 5Ç 



*^i= -^ 



âa da âa da ôa da 



(128) (â^- àj^d^ dyàiti^ dz^dS^ 

^ ^' ~ db de '^ âb de "^ ôb de 

âû^ddl à y âdri âz âôK 
de âb de db de db ' 



et aussi 



(«29) 



avec 



'■-(SH#)'-(#)"-'''- 



' àa da da da âa da 



(,3o) 'd«^- à^id^ dydd^ d^dd^ 

1 ^* ~ db de '^ db de ^ db de 

1 d^dà^ dy dà^f\ dz dà-^j 

I de db de db de db 



Le travail perturbateur que nous nous proposons d'étudier aura 
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pour expression 

+ f[i{PxdS)ii-i-i{PydS)in + i(P,elS)ii:] 
OU bien encore 
(i3i) de — dïf(\i^ +Yen H-ZdC) rfm+ Ap.ai +Pyin -hP,Sti)ds\ 

L'état initial et l'état troublé étant deux états d'équilibre, on tire 
sans peine, de l'équation même des déplacements virtuels, 

(i3a) iUxdi,-\-\àn+ZiK)dm-h f{P,S^-hPyd-n + P^dt:)els\ 

. r/t?*. d*» d*. d*» d*. d^> \j 

= y te**" ^ «>^^*' + ^i;^'''^ 5^^°°-'^ 5^*^'^ a^^^T'"' 

tandis qu'il suffit, dans cette même équation des déplacements vir- 
tuels, de remplacer S^, St], SÇ par S*Ç, S^t], S^Ç, et de tenir compte 
des égalités (i3o) pour trouver Tégalité 

(i33) fiXi'i, hYi^-f)-\-ld'K)dm-h f{P^i^l-hPyi*'n-hP^d^i:)dS 

^V (^e;^'^»-^ ^^'^'-^ c^e/"^'- ^'^'-^-^ 5^^ -^^-^ d^^^V^'"' 

Les égalités (i3i), (i32), (i33) et (129) nous donnent sans peine 

a*/ dx d^ dy dàfi dz dh^ 
àgx \ db de db de db de 



df^àSi^dy^d^ dz diti ^ 
de db de db de db 



d^/di^dii dirtàirt <?ôÇd3Ç\ ) 

^'df\'db~d^~^'àF^r~^~dF~dr)'^ '■']'*"'' 
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Or, sous le signe / > le coefficient de dm est ce que devient le coef- 
ficient de m au second membre de l'égalité (1^47), lorsqu'on y fait 

^ dit) * àd-n * dd-f] 

'^•»=-5^' ^^"--5^' ^^"--^^ 

Il est donc essentiellement positif; il en est de même de r/6, ce qui 
démontre le théorème énoncé. 



IT. — Conséquence, relative à la stabilité de l'équilibre, 
de la condition établie au § IL 



Supposons que le cociFicient de m, au second membre de Téga* 
lité (127), soit essentiellement positif. 5i les divers éléments de masse 
qui forment le corps élastique sont soustraits à l'action de toute force 
extérieure et si la surface qui limite ce corps est maintenue invariable, 
ainsi que la température, l'état d'équilibre de ce corps est stable. 

En effet, dans les conditions indiquées, le système admet un 
potentiel total qui se réduit à son potentiel interne : 



^=2 / *(ei,«i, ^3,^i,ért>^8, T)ûfm. • 



La variation première de ce potentiel, en une modification isother- 
mique, est 



(» 






Cette variation est nulle pour tout système de valeurs de SÇ, Syj, o'C 
égales à o en tout point de la surface qui limite le système. 

D. 20 
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En vertu dos égalités (i'28), (129) et (i35), on peut écrire 
Tif (?^ / dx dàl dy din dz <?3î\ 

d^ ( d£djl dyâiri^ dz d3Ç 
"^ ^^, V <^^ ^^ "^ e;^ c^c "^ db de 

dx dij dy di-n àz dS^\ ■](«) 

'^ de db ^ de db '^ de db )'^" ' | 

d^/dàtdSP dà-ndin dà:dd^\ /^ 

-^^dfX-dbd^ ^-w-^dF-^-db^j-^-'-r''' 

Au second membre de l'égalité (i36), la seconde intégrale est, 
selon les égalités (i3o), ce que devient le second membre de l'éga- 
lité (i35) lorsqu'on y remplace les quantités S$, Syj, 8^ par les quan- 
tités S^S, S*Y], S^C qui sont également nulles en tout point de la sur- 
face qui limite le système; cette intégrale est donc égale ko. Quant 
à la première intégrale, identique au second membre de l'éga- 
lité (i34), elle est essentiellement positive. 

Donc, en toute modification isothermique virtuelle qui a pour 
point de départ un état d'équilibre et qui laisse immobiles les points 
matériels infiniment voisins de la surface limite, 0^^ est positif, ce 
qui démontre le théorème énoncé. 

Cette proposition a été tirée de la condition établie au paragraphe II : 
Le coefficient de m, au second membre de l'égalité (127), est positif 
quelles que soient les quantités Sa,;. Pourrait-on renverser l'ordre de 
cette déduction et prouver que le coefficient de m, au second membre 
de l'égalité (127), est sûrement positif, quelles que soient les valeurs 
attribuées aux quantités Sa/y, en prenant comme point de départ la 
proposition suivante : Si l'on impose au système, à partir d'un état 
d'équilibre homogène, une modification virtuelle qui laisse invariable 
la surface limite, il en résulte pour S^# une valeur positive? 

En général, cette marche inverse ne semble pas pouvoir être 
suivie; dans cette voie, on ne connaît qu'une seule proposition, due 
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à M. J. Hadamard (*); encore la démonstration présente-t-elle un 
point litigieux que nous allons essayer de marquer avec précision. 
Voici l'énoncé du théorème de M. Hadamard : 

Supposons que les variations 

Ôa3i=: A-ja, Ôa3,= ^j,p, 0033= Ar3y, 

oii a, p, Y ^^^ '^^ cosinus des angles qu'une certaine direction fait avec les 
a>xes de coordonnées, rendent négatif le coefficient de m aw second membre 
de légalité (127); on pourra attribuera Si, Sy], SÇ des valeurs telles que le 
second membre de l'égalité (i 36) ou^ ce qui revient au même, la pre- 
mière intégrale de ce second membre soit une quantité négative. 

Au sein du milieu pris dans son état initial a, b, c, et à distance 
finie de la surFace qui le limite, traçons une aire plane £ dont la nor- 
male fasse avec les axes des coordonnées des angles ayant pour 
cosinus a, p, y- Par le contour de cette aire, élevons-lui des nor- 
males qui, toutes, aient une même longueur h ; elles formeront la sur- 
face latérale d'un cylindre C ayant pour base Taire S et une seconde 
aire S', égale et parallèle à la précédente. Donnons aux divers points 
du milieu des déplacements $, y], Ç qui engendrent la déformation 
homogène e,, e^, tf,, g^, g^, ^,. Ensuite, définissons les quantités ^^, 
^Yjf ^C par les conditions suivantes : 

1^ Pour chacun des points matériels qui, dans Tétai initial, étaient 
contenus à l'intérieur du cylindre C, on a 



(i38) 



K,, Ko, K3 étant trois quantités indépendantes de a, 6, c. Comme pour 
tous les points matériels qui, dans Tétat initial, formaient Taire £, la 



( ' ) J. Hadamard, Lcronx sur la propagation des ondes et les équations de l'Hjdrodj- 
namique, n" 270, p. 253; Paris, igoS. 



a^ 


= ki{aa-h 


(36 


-(-yc) + K„ 


w 


= kt(aa-\- 


|3ô 


-l-yc)-i-K„ 


ÔC 


= *,(««-!- 


Pb 


+ yc) + K„ 
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somme (aa -h^b -+- yc) a la même valeur, on pourra disposer de K,, 
Ko, Kj de telle sorte que, pour ces points, o$, Syj, S^ soient égaux k o. 
Dès lors, il est clair que, pour tous les points matériels contenus ini- 
tialement à l'intérieur du cylindre C, S$, Sy], S^ seront des quantités 
infiniment petites avec A et au moins de l'ordre de A, tandis que les 

quantités-^» ••• auront les valeurs, indépendantes de A, 



(i39) 



à^l^.^ ^*^-)tfi ^^^-ky 

H^-'''^^ -âF"^'^' 'd^-^'^' 

dSn , dit] . « à in . 

dix, , àK ,n dK . 

_r=Ar3a. dF=^''*' -^^^^^ 



2** Pour les points matériels non compris initialement à l'intérieur 
de C, nous supposerons que o$, Syj, S^ ont des valeurs nulles le long 
de la surface qui limite le système, se raccordant d'une manière con- 
tinue, le long des parois du cylindre C, aux valeurs que SÇ, Syj, Sî^ 
prennent pour les points intérieurs à ce cylindre, enfin infiniment 
petites avec A. Nous supposerons, en outre, que l'on peut choisir ces 
quantités de telle sorte que, pour tous les points matériels non initia- 
lement compris a l'intérieur du cylindre C, les quantités -t-^> ••• 

soient infiniment petites du même ordre que A. 

Cette dernière supposition est elle légitime? Prenons un point M ii 
la surface du cylindre C. Lorsqu'on tend vers ce point en venant de 

l'extérieur du cylindre, -^ tend vers une limite que nous désigne- 
rons par (-â^ ) » tandis que si l'on tend vers le même point en venant 
de l'intérieur du cylindre, -— a pour limite A, a. Soit ô une direction 

quelconque, menée parle point M tangentiellement à la surface du 
cylindre C. Les valeurs extérieures et intérieures de S$ devant se rac- 
corder sans discontinuité le long de cette surlace, on devra avoir 

=: A-i[acos(0, a) H- (3 ces (0, h) -h ycos(ô, c)], 
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et, semblablement, 

= A-j[acos(0, a) -h |3cos(5, 6) H-ycos(9, c)], 

= A:,[acos(0, a)-i-(3cos(ô, 6) -i-ycos(ô, c)]. 

En tout point des bases S et S' du cylindre C, on a 
acos(0, a) H-Pcos(ô, 6)-i-ycos(6, c) = o; 

il n'est donc pas absurde de supposer que les quantités (-r^) » • • 

sont infiniment petites avec A; mais il n'en est plus de même le long 
de la surface latérale du cylindre C. Le long de cette surlace, 

acos(0, a)-l- |3cos(©, 6) -+- y cos{6, c) 

n'est plus, en général, ni nul, ni infiniment petit avec A; si, par 
exemple, on prend pour direction la direction de la génératrice, 
cette quantité est égale à t. 

11 existe donc certainement à l'extérieur du cylindre C et au voisi- 
nage de sa surface latérale une région dans laquelle les quantités 

-j^9 • • • ne sont pas, en général, infiniment petites de l'ordre de A, 

mais demeurent finies lorsque A tend vers o. Nous admettrons que cette 
région environne la surface latérale du cylindre d'une sorte d'anneau 
dont la section a toutes ses dimensions de l'ordre de A, en sorte que le 
volume de cet anneau soit infiniment petit de l ordre de h}. Cette suppo- 
sition que l'intuition fait apparaître comme vraisemblable, mais qu'il 
est malaisé de justifier par un raisonnement rigoureux, permet seule 
de poursuivre la démonstration de M. Hadamard. 

Cette démonstration, d'ailleurs, s'achève immédiatement; au 
second membre de l'égalité (i36), la première intégrale se décompose 
en deux autres; l'une, étendue aux masses qui n'étaient pas initiale- 
ment comprises dans le cylindre C, est infiniment petite de l'ordre 
de h'\ l'autre s'étend ii la masse que contenait initialement le 
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cylindre C; elle est le produit de cette masse» qui est un infiniment 
petit de Tordre de A, par un coefficient indépendant de h ; ce coeffi- 
cient est ce que devient le coefficient m, au second membre de Téga- 
lité (127) par les valeurs (137) des Sa/y; il est donc négatif par hypo- 
thèse. Or, on peut assurément prendre h assez petit pour que cette 
seconde partie de l'intégrale surpasse la première partie en valeur 
absolue, partant pour que Tintégrale soit négative. 



V. — Du déplacement isentropiqne de Téquilibre. 

Dans tout ce que nous avons dit jusqu'ici, au cours du présent 
Chapitre» nous avons supposé la température du système maintenue 
uniforme et invariable; à cette restriction nous allons maintenant en 
substituer une autre. Nous supposerons toujours la température uni- 
forme en Tétat d'équilibre dont nous étudions le déplacement ou la 
stabilité; mais, à partir de cet état, nous supposerons que la tempé- 
rature peut varier en même temps que la déformation, de telle sorte 
que Tentropie de chaque masse élémentaire garde une valeur inva- 
riable. 

L'entropie de la masse dm a pour valeur 



E étant l'équivalent mécanique de la chaleur; pour que cette quan 

âT 



tité demeure invariable, il faut et il suffit que -z^ demeure invariable 



ou, en d'autres termes, que l'on ait 

Si l'on désigne par c la chaleur spécifique normale de l'élément <//n, 

un a 

__ T <)»* 
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en sorte que l'égalité précédente devient 



(,4o) ^=^,[ diT^T ^"' + ^i^dî ^^' + 5;:^ ^^' 



Cette égalité posée, revenons an problème traité au paragraphe II. 
Supposons que la variation imposée à la déformation homogène du 
système soit accompagnée d'une variation dans la valeur uniforme de 
la température, et cela de telle sorte que Tentropie de chaque masse 
élémentaire demeure invariable. L(i travail perturbateur isentropiqued^' 
pourra encore s'exprimer par des formules semblables aux formules 
(124) ou (i25), qui donnent le travail perturbateur isothermique dis; 
mais, pour calculer rfe', on devra, au second membre de l'égalité (126), 
ajouter 

Si l'on transforme cette expression au moyen de l'égalité (i4o)» on 
trouve 

(d'O â^^ d*^ d*0 d'O d^<b \* 

5i;dT ^^'^ di^dT ^^'-^ di^dï ^'"■^ d^i^dT ^^'-^ d^^dT ^° «+ d^IdT ^^^) 

Si d(B est positif, rfs' Test a fortiori. Tout milieu élastique dont les dé- 
formations homogènes vérifient la loi du déplacement isothermique de 
l'équilibrey est soumis a fortiori à la loi du déplacement isentropique. 

On démontrerait sans peine : 

I® Que la loi du déplacement isentropique de l'équilibre est encore 
vérifiée par notre système à partir d'un état d'équilibre où le milieu 
est soumis à des actions solides ou superficielles quelconques; 

2*^ Que le système, soumis à des actions purement superficielles, 
est en équilibre stable lorsqu'on maintient invariables la surface qui 
le limite et l'entropie de chacune des masses élémentaires qui le com- 
posent. 
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TI. — Application des considérations précédentes i an milieu élastique 

très peu déformé. 

Nous allons appliquer à un milieu élastique très peu déformé les 
considérations qui ont été développées aux quatre derniers para- 
graphes. Pour un tel milieu, on doit substituer aux quantités «,, e^, 
^3» gt* §2^ gif définies par les égalités (23), les quantités £,, c^, £3, 

Tm Ta» Ï3 définies par les égalités (2). Les trois quantités ^» ^, ^ 

sont infiniment voisines de r, tandis que les autres dérivées partielles 
de X, y^ s par rapport à a, 6, c sont infiniment voisines de o. Dès lors, 
en exprimant que le coefRcient de m, au second membre de l'éga- 
lité (127), est essentiellement positif, nous arriverons à cette propo- 
sition : 

Quels que soient e,, e^, £,, Yi» Yat Yst ^t quelles que soient les valeurs 
attribuées aux quantités Saij, on a l'inégalité 

/ / X r à^j, d<b. dO. 

c)0 â<l^ à^ 1<*} 

4-23— (3aij3a„-|-da„3a„-h ^«3, da„)-i- > o. 

àyi 

C'est la condition nécessaire et suffisante pour que notre milieu 
élastique, soumis à des forces quelconques sollicitant les éléments de 
la surface qui le limite ou les éléments de la masse qui le forme, soit 
soumis à la loi du déplacement isoihermique de l'équilibre. Cette 
condition suffît en même temps pour que ce corps élastique se con- 
forme à la loi du déplacement isentropique de l'équilibre. 

En outre, si le milieu, soumis à des actions purement superficielles 
et porté à une température uniforme, est en équilibre dans un état de 
déformation homogène, la condition (14^) nous assure que cet état 
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demeure stable lorsqu'on maintient immobile la surface qui limite ce 
milieu et, en outre, lorsqu'on maintient invariable soit, la température 
du système, soit l'entropie de chaque élément. 

Supposons, comme au Chapitre I, Paragraphe I, que Tétat initial 
du milieu soit l'état d'équilibre qu'il prend Ji la température T, sous 
une pression initiale H^, nulle ou posiiwe. A cette même tempéra- 
ture T, nous aurons, en vertu des égalités (4) et (7), 

^= ?a(Po,T)- 2-^6,4- £,+ £3) 
Po 

-»- ?i(po, T, e„ £„ £a, yi, y„ y,), 

Ça étant une forme quadratique en £,, e^, £j, Yi. Ya» Ta- 
L'inégalité (14^) devient 

-H (aa„)« 4- (««„)*+ (ôa„)»] > o, 

(2) désignant un carré symbolique. Cette inégalité, où Ho est positif 
ou nul, exige que ce carré symbolique soit positif. Si l'on observe que 
les quantités Sa/y ont des valeurs entièrement arbitraires, on voit qu'il 
revient au même de dire que la grandeur 

9î(po, T, e„ £„ £„ y„ y„ y,) 

est une forme quadratique définie positive des ii, y^. 

Nous étions déjà parvenus à cette condition au Chapitre I, Para- 
graphe I, en imposant au milieu élastique certaines conditions de sta- 
bilité; mais : 

1** Nous n'avions pu regarder cette condition comme nécessaire 
qu'en supposant exacte la réciproque du théorème de Lagrange et de 
Lejeune-Dirichlet. 

D. 21 
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2° Nous avions dû nous limiter au cas où l'état initial est Tétat 
d'équilibre pris par le système sous une pression nulle. 

Il y a donc avantage à prendre pour hypothèse fondamentale non 
pas certaines suppositions touchant la stabilité, mais la loi du dépla- 
cement isothermique de l'équilibre. Cette loi entraine d'ailleurs 
comme conséquences les stabilités que nous aurions postulées. 

Les considérations que nous venons de développer se rattachent à 
une généralisation du théorème de Reech, généralisation qui a été 
indiquée par M. W. Voigt(*) et dont nous aurons besoin dans ce qui 
va suivre; disons quelques mots de cette généralisation. 

Dans le cas où l'état initial du milieu est l'état d'équilibre pris, à la 
température T, sous une pression uniforme Ho, nulle ou positive, le 
carré symbolique qui figure au premier membre de l'inégalité (i43) 
est positif quels que soient les Sa^y ; si, en outre, H^ est nul et si l'on 
pose 



(«44) 






dais = Es ^^is=E|, 



cas auquel Ë«, Ë^, E,, G«, G2, G, sont six quantités arbitraires, la 
condition ainsi obtenue peut s'écrire 



( 



i45) (:r-Ei-h :r-E,-f- -T-EaH- -r— Gi-H-T— G,-h-r-G,) >o, 
\dei de, ôi^ ôy^ dy^ ôy^ 7 



(2) désignant un carré symbolique. 

Hors des hypothèses particulières que nous venons de préciser, 
nous ne connaîtrons pas le signe du premier membre de (i45); mais 
ce premier membre sera susceptible d'une interprétation simple. 

Quelles que soient les quantités E,, Ej, E3, G,, Gj, G,, on peut tou- 
jours, au moyen des égalités (i44)» déterminer des valeurs correspon- 



(*) W. VoiGT, Thermodynamik, 1" Band, p. 332-333, formules (198) et (199), Leipzig, 
1903. f'oir aussi P. Duiiem, Sur une généralisation du théorème de Reech {Procès-verbaux 
des séances de la Société des Sciences phjrsiques et naturelles rfe Bordeaux, séance du 
2 avrii 1903). 



(i47) 
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dantes des Sa,;. Ces valeurs nous donneront 

et détermineront une perturbation homogène de la déformation infi- 
niment petite homogène qui affectait notre milieu. 

Imaginons que cette perturbation soit accomplie sans variation de 
température; elle correspondra à des variations isothermiques 

iN,, iN^, 3N,, il^, ÔT^, 3T, 

des quantités N,, T,. Selon les égalités (3), nous aurons 

'^ \()6} Ô£iÔ£^ ÔEiôei àt^àyi diiôy^ àt^ày^ ) 
> 

^"\dy,()£i dy,()£, ()yidc3 c)yî <^yi ^y» ^^i <^yi 7 

On voit alors que l'on a 

(i48) E,0i\:c+E,aNj.H-E3aN,4-G,ÔT;,4-G,51V-f.G3ÔT5 

^ \ôe^ ôe^ Oe^ dy, dy, dy, 7 

Dans les conditions particulières où l'inégalité (r4^) est assurée, le 
premier membre de l'égalité (i ^8) est négatif. 

Si la perturbation (i/jG), au lieu d'être isothermique, était accom- 
pagnée d'une variation homogène ST de la température, il faudrait, 
aux seconds membres des égalités (i47)» ajouter respectivement 

En particulier, si la modification était isentropique, Miserait donné 
par l'égalité (i4o)» où les quantités c,, ^,, devraient être remplacées 
par les quantités é/, y*» ^^ où l'on aurait à tenir compte des éga- 
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lités (i4(>); dès lors, les grandeurs N,, T, subiraient des variations 
isentropiques 

d'N,, d'NV, 4'N„ a'T„ il y, Ô'T, 
données par les égalités 

i.1^^ 1^, PoT/à'<l^ ^ d-O ^ d'O ^ d*<l> ^ ô'^ ^ à^^ ^\ â'0 

3'N,=rdNx— C-hs — rpEiH- :t — pi^E,-!- -. — ^pEjn- ^ — ît?G,-i- :r- :ypG,4- ^ — pfGj)i — n 

d T, _dT,- ^ (^^j^^ E,+ ^^^-^ E,4- ^^-^ 



Ces égalités (i^o) donnent 
(i5o) E,3'N;c-HE,ô'IVj.-hE,ô'N,-^G,3'T,H-(},3'Tj.-hG,a'T, 

c est positif» en vertu du postulat de Helmholtz; le premier membre 
est donc assurément inférieur au premier membre de l'égalité (i48); 
toutes les fois que l'inégalité (i^5)est vérifiée, le premier membre 
de l'inégalité (i5o) est négatif. 

Supposons que Ton fasse croître T de rfT en maintenant inva- 
riables les quantités N/, T^; les quantités £/, y, éprouveront des 
accroissements 

â"' È^' â"". ^<^. ^^. *^. 

et l'on aura, en vertu des égalités (3), 

t â*<b de, d«0 r/£, ()«0 é/£3 f}«0 ^y^ f)»<i> ^ d'T </y, ()«» 

(i5i) d£; rfT "^ de, ÔEi cfl "^ ()£, de^ dT "^ d£, c^y^ dT "^ dfi» ()y, cfT "*" d£, dy, 5T "*" âë^ 



-0, 



(i52) j ây^de, dT "^ dy.ÔB^ dl "^ dy» «?£, cTf "*' dyj efT "^ dy, dy, dT '^ âyidy, dT '^ dy^ôT ""^^ 
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Dans ces conditions, la masse dm dégage une quantité de cha- 
leur rfQ donnée par Tégalité 

que nous écrirons 

dQ=—Cdm, 

C étant la chaleur spécifique dans le cas où Ton maintient invariables 
les quantités N/, T/. On aura, d'après ces égalités, 

/ -3\ r— T/ ô^^ di, ô^^ dE^ d'O dE^ <)*0 dy^ d^<b dy^ d'^ g?y,\ 
CIO ) L-c j-l^^g^^rp ^ "*"de,dT dT'^ ôe.dT dj'^ dy.ôT dT ~^ dy.dH dT "^ dya^T (fT J 

OU bien, selon les égalités (i5i), 

/.t;/\ r_,^T/(^^r^^dOrf£, ^c)^r/£, dtl^ dy, ^â<b dy, â^ e/y,\(») 

Dans les circonstances, précisées ci-dessus, où l'inégalité (i45) est 
vérifiée quelles que soient les quantités Ë,, Ë^, Ë,, G|, G,, G,, on a 
sûrement 

(i55) Oc 

Multiplions respectivement les égalités (147) par ^» •••» ^> •••; 
les égalités (i5i) par poE,, ..., poG,, ... et ajoutons membre à 
membre les résultats obtenus; nous trouvons 

(.56) ^aN,^ ^^N,.- ^aN,^ ^aT,+ ^^'V- ^ar. 

-P'IaiT^^'-^ 5irdT^'-^ diTdT^'-^ aT^dî^'-^ diT^*"-^ d^TW^'j- 
D'une manière semblable, les égalités (149) et(i5i) donnent 
>"'* § J.N,^ *;j'N.+ ^*T.+ ^e'T,+ ^«'T. 

-P" V^ïï^ '"^ diTdT^'"^ d^TdT^»-^ d^^'-^ d5;7dT*^''^ d^' '^V 

r T / d'» rfe, d'<& </£, d'<& rfe, d'^ </y, _d^ ^ d'» </y,\1 
^ L' EcVdei<>T rfT'^dê.dT cfr"^d£,dT rfT "^ dy, dT dT "^dy.dTrfT """dy.dT rfT/J 
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OU bien, en vertu de l'égalité (i53), 
(.57) ^*N,+ ^a'N,+ ^«'N.+ ^a-T.+ ^aX+^«'T. 

- P'c ^diT^T^»"^ d^75T^*^ di;^^'"^ 57r5T^>"^ 5^7^^*"^ 5i;7dT ^V- 
Les égalités (i56) et (157) donnent la relation 

Cette relation, qui généralise le théorème de Reech, est due, nous 
Pavons dit, à M. W. Voigt; elle nous sera utile plus tard. 



VII. — Application des conditions précédentes à un milieu vitreux 

peu déformé. 

Les considérations développées au Paragraphe précédent supposent 
le milieu peu déformé, mais elles ne font aucune autre restriction; le 
milieu peut être cristallisé d'une manière quelconque; nous allons 
maintenant les particulariser davantage, en supposant que le milieu 
considéré soit un milieu vitreux. 

Le passage du cas général à ce cas particulier se fait en suivant la 
voie marquée au Chapitre I, Paragraphe II. 

La fonction ç^ est donnée par l'égalité (j 5); pour qu'elle soit définie 
positive, il faut et il suffit que l'on ait les deux inégalités 

( 3A(pe,T)H-2M(po,T)>o, 
^'^^ ( M(po,T)>o, 

que nous avions déjà obtenues au Chapitre I, Paragraphe II. 
Mais alors : 

i** Pour regarder ces conditions comme nécessaires, il nous fallait 
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regarder comme légilime la réciproque du théorème de Lagrange et 
de Lejeune-Dirichlet. Ici, au contraire, la loi du déplacement iso- 
thermique de Téquilibre entraîne sûrement la nécessité de ces condi- 
tions. 

2" Ces inégalités étant justifiées seulement pour la valeur que la 
densité p^ prend lorsque le corps est en équilibre, à la température T, 
sous une pression nulle. Ici, elles sont justifiées pour toutes les va- 
leurs que peut prendre p©» à l^i température T, au sein d'un corps 
soumis à une pression uniforme nulle ou positive. 

En vertu de l'égalité \_Recherches sur l'Élasticité, seconde Partie, 
égalité (6)] 

(,59) <|l = (p,(T) + 9,(T)(£, + £,-h£,)-h^(e|4-Ê,H-£,)' 

-H-~(2£Î-f-a£Î-+-2£Î-hy;H-yÎH-y5), 
apo 

les égalités (i5i) deviennent 

(A-^2M)^-^A(^^-^^J4-po-^:=0, 

/A %M^^^^ A /^£i ^e«\ ^9i(T) 

(A-^aM)^,4-A(^^H.^J4-po-^^=o, 



On en tire 



(160) 



«^=- "*=». "^=»- 



de^ _d£^ _cU^ ___ Po ^?t(T) 
dT~d'r''dT'- 3A-h2M (fï ' 



Chauffé de telle sorte que les quantités N/, T, ne varient pas, le 
milieu se dilate en restant semblable à lui-même; le coefficient de 
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dilatation cubique a pour valeur 



(igbis) 



^?i(T) 



3A-h2M eCr 



expression indiquée en (19). 

En vertu des égalités (lîg) et (ï6o), Tégalité (i52) devient 

r.fi,^ n T 3po r ^yi(T) r 

('^') ^-"■*-Ê3ÂTïSfL-^T"J- 

Les égalités (1/17) donnent, moyennant l'égalité (iSg), 

dN;,=— (A -h 2M)E, - A(E, 4- E,), 
dNy=— (A-f-2M)E,— A(E,-+-E,), 
aN,=— (A4-2M)E,-A(Ei-hE2), 

tandis que les égalités (149) deviennent 

(a'N,=-(A + 2M)E,-A(E,4-E.)-^[^2^]\E, + ^ 
(.62) a'N^=-(A-h2M)E,--A(E,4-EJ-||[^3^j\E»-hE,^ 
(a'N= = --(A4-2M)E,-A(E.H-E,)-|I[^^]\E,-^E.-hE^ 

Dans ces formules, Ë,, E,, E, sont arbitraires; nous pouvons donc 

faire 

E| = E| ^^^ Ej = Cm 

Elles deviennent 

/ 8N, =dN^ =iH, =-(3A4-2M)C, 
(•63) j ,,N,^,,j,^.^,,j,^^_J3^^,M-.^[^]'j.. 

Les égalités (i58), (160) et (i63) donnent sans peine 

<'«« ï = 3ÂTÎM 

formule qui nous sera utile plus tard. 
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Ce Chapitre, que nous terminerons ici, montre clairement quels 
avantages il y a k prendre pour postulat fondamental, dans Tétude 
des milieux élastiques, la loi du déplacement isothermique de Téqui- 
lihre, de préférence a certaines hypothèses touchant la stabilité. Rap- 
pelons, à ce sujet, que l'expression à laquelle nous avons donné le 
nom de travail perturbateur isothermique s*est présentée, pour la pre- 
mière fois, dans les recherches de Lord Rayleigh (*). 



( I ) Lord Rayleigh, General Theorems relating to EquiUbrium and initial and steadjr 
Motions {Philosophical Magazine, t. XLIX, p. 218; 1875. — Scientific Papers, vol. I, 
p. a3a). 
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UUATHIÈME PARTÏK. 

PROPRIÉTÉS SÉHÉRALES DES OHDES DANS LES HUIEUX VISaUEÏÏX ET HOH VISaUEÏÏX. 



CHAPITKE I. 

THÉOUIE GÉNÉRALE DE LA PUOPAGATION DES ONDES AU SEIN DES MILIEUX 

DÉNUÉS DE VISCOSITÉ. 



I. — Quelques lemmes de Cinématique. 

Lorsque nous aurons k étudier la propagation d'une onde au sein 
d'un milieu élastique, nous aurons à rapporter cette onde tantôt au 
milieu pris dans son état primitif, c'est-à-dire à l'espace des a, i, c, 
tantôt au milieu déformé, c'est-à-dire à l'espace des a?, j, :;. 

Dans le premier cas, nous désignerons par £ la surface d'onde 
tracée dans l'espace des a, b, c; par /, /w, n les cosinus directeurs de 
la demi-normale à cette surface, cette demi-normale étant orientée 
de la région que nous nommerons 2 à la région que nous nomme- 
rons I ; par X la vitesse de propagation de l'onde 2, rapportée à V espace 
des a, b^ Cf et comptée positivement dans la direction de la demi-normale 
(/, m, n). 

Dans le second cas, nous désignerons par S la surface d'onde, 
par a, p, y les cosinus directeurs de la demi-normale à la surface S, 
orientée de la région 2 à la région i ; parti la vitesse de propagation de 
l'onde rapportée à l'espace des x, y^ z, et comptée positivement suivant 
la direction de la demi-normale (a, p, y). 

Entre les cosinus a, p, y et les cosinus /, m, n existent des rela- 
D. 22 
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lions fort simples, données par Hugoniof. On peut écrire, en effet 
[Rechenhes sur l'Hyfhodynamique, \^ série, deuxième Partie, Cha- 
pitre IV, § 3, égalités (244) et (245)], 

ôa , âb de .- 

ox ôx ' ôx 

J ^y ày ôy ^ 

\ da , âb âc ^ 

\ oz oz ôz ' 

K étant une quantité qui diffère de zéro et qui varie selon le point que 
Ton considère sur la surface 2 ou sur la surface S. 

Ces relations, respectivement multipliées par ^j -^» -^ et ajoutées 

membre à membre, donnent la première relation d'un nouveau groupe; 
ce nouveau groupe est 



(2) 

^ dx „r o 

En même temps, les deux vitesses 31; et tJ seront liées par l'égalité 
[Recherches sur l' Hydrodynamique^ i** série, deuxième Partie, éga- 
lité (25o)] 

qui est due également à Hugoniot. 

La quantité K, qui figure dans ces diverses formules, est suscep- 
tible de deux expressions différentes et équivalentes; les égalités (i), 
en effet, donnent 
//x /^« / àh de y 

(^) W-^d-x^'^TxV 

(da , db de y 

^dy dy dy ) 



dx 
da 


fj- 


as 


l 
K' 


dx 
db 


%^- 


dz 
()by~ 


m 


dx 


dro . 


àz 


n 



(da . dh de y ^, 



RECHERCHES SUR l'ÉLASTICITÉ. i6i 

tandis que les égalités (2) permettent d'écrire 

/da: dy ^ dz \* 

l àx dy ^ dz \' i 

Considérons une onde qui, dans l'espace des a, i, c, soit du second 
ordre par rapport à l'élongation (^, y], Ç). En chaque point de la sur- 
face 2 il existe un vecteur {§, y, OC) tel que l'on ait 

(p];=-. [^];='»- [^];— 

Le vecteur (#, (/, JC) est la perturbation d'élongation, rapportée à 
l'espace des a, i, c, et propagée par l'onde 2. 

La surface S sera nécessairement, dans l'espace des a?, y, z, une 
onde du second ordre par rapport à l'élongation (E, y], Z). En chaque 
point de la surface S il existera un vecteur ($, W, X) tel que l'on ait 

Le vecteur ($, W^ X) est la perturbation d'élongation, rapportée à 
l'espace des a?, y, s, et propagée par l'onde S. 

Il est facile de trouver les relations qui existent, entre le vecteur 
(^. y» ^) relatif k un point de la surface 2 et le vecteur ($, W, X), 
relatif au point correspondant de la surface S. 
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On a, en effet, 

d_^ôx^ __ d_fdx\da d /dx\db d f dûc\ de 
dx ôa da \da ) ôx db \ôaj ôx de \da ) dr ' 

OU bien, en vertu des égalités (2) de la première Partie de ces 
Recherches sur l'Élasticité y 

d_dx_d^da d^l db d'I de 
dx da da^ dx da db dx da de dx 

Cette égalité, jointe aux égalités (i) et (6), donne la première des 
relations 

[mr'"'- mYr'^'"' [mr-y^- 

L^5*J =•'«'"'" 1.51 d^Jr''*''^' •••' 



(8)1 { 



[.4g;=--. 



Considérons maintenant l'identité 

da dx da dy da dz da 

et différentions-en les deux membres par rapport à a?; nous trouvons 
l'identité 

d^l da^ d^l db d^l àc^ 
da* dx dadb dx da de dx 

_d^dx d'g dy d^i dz dl_d_dx à^ d_ dy àl ^ dz 
dx^ da dx dy da dx dz da dx dx da dy dx da dz dx da 

Mais les égalités (i) de la première Partie de ces Recherches sur 
l'Élasticité donnent 

dÇ da à\ _ à^ ^\ ^^ 

dx "^ dx! dy ~~ dy^ dz "~ dz 
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L'identité précédente devient donc 

â^ôa a«$ àb d-g de d dx 
ôa} dx da àb dx àa de dx dx àa 
_d^dx c^'g dy d^^ dz /da d dx dad^àv da^dz\ 
dx* da dx dy da dx dz da \dx_ dx da dy dx da dz dx da) ' 

Selon les égalités (i), (6), (7) et (8), cette identité donne, en tout 
point de la surface S, la première des égalités 

Les deux autres s'obtiennent d'une manière analogue. 

Multiplions respectivement ces égalités par ;p' ^» ;^ et ajoutons 

membre à membre les résultats obtenus; nous trouvons la première 
des égalités 

\ ^-K'Kda^^ db^ ^de ^y 

Les deux autres s'obtiennent de même. 

Multiplions respectivement les égalités (9) par /, /w, n et ajoutons- 
les membre à membre en tenant compte des égalités (i); nous trou- 
vons la relation 

(II) /0 4-mW-hwX = K5(a^'-i-(3C,»H-yje). 

Nous aurions trouvé la même relation en multipliant respective- 
ment les égalités (10) par a, p, y, en ajoutant membre à membre les 
résultats obtenus et en tenant compte des égalités (2). 

Proposons-nous de former 
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Nous avons 






d(D ÔQ ô ôx 
ôx ~ ^ôx ôx ôa 
^ôi 


Ô(Q Ô ÔX 

. ôx ôx ôb 

^Tb 


ô(Q ô ôx 
. ôx ôx ôc 

^Tc 


dCD ô ÔY 
^ ôv ôx ôa 
ôa 


ô^i> ô ôy 
^ôy ôx ôb 


r?(ô ô ôy 
. ôy ôx ôc 
^tc 


d(K) ô ôz 
. ôz ôx ôa 
ôa 


a(£> d ds 
. ds dx db 

^ôb 


dcô ô ôz 
. ôz ôx ôc 


_ i>(y, -) à àx 
" D(6,c) ôx ôa 


!)(/, 5) ô ôx D(r, z) ô ôx 
"*" D(c, a) ôx ôb ' l)(a, b) ôx ôc 


D(z,x) ô ôy 
D(b,c) ôx ôa 


\)(z,x) ô ôv l}(z,x) ô ôy 
\)(c,a)ôxôb \)(a, b) ôx ôc 


D{x,y) ô ôz 
D{b,c) ôx ôa 


Dix, y) ô ôz \)(x^y) ô ôz 
■^ J)(c, a) ôx ôb ' J)(a, b) ôx ôc 



Selon les égalités (26) de la première Partie de ces Recherches sur 
V Élasticité, cette égalité devient 

^ / àa ^ ôx^ ôb ô ôx ôc ô ôx 

ôx \ ôx ôx ôa ôx ôx ôb ôx ôx ôc 

ôa ô ôv ôb ô ôy ôc ô ôy 

ôx ôx ôa ôx ôx ôb ôx ôx ôc 

ôa ô ôz ôb ô ôz ôc ô ôz\ 

ôx ôx ôa ôx ôx ôb ôx ôx ôc) 

Les égalités (8) et (i) donnent alors la première des égalités 

Les deux autres s'établissent d'une manière analogue. 

En vertu de l'égalité (1 1), ces égalités peuvent encore s'écrire 



CD 

(i3) n<^Ji"~*^ 



[t]]=^U<^^'nW^nXU, 
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Nous avons 

ôa dx ôa ôy ôa dz da 

Cette égalité, jointe aux égalités (12) et (2), donne la première des 
égalités 

Les deux autres s'établissent d'une manière analogue. 

En vertu de l'égalité (11), ces égalités peuvent encore s'écrire 



L'équation de continuité 

nous montre que les surfaces £ et S sont, en général, ondes du pre- 
mier ordre pour la densité p. On a donc 

(16) ^ -.-a/, ^ -.•am, ^ -9in, 

(.7) ^(P«-P.J^I>a, %ZPjJ=pp, ^i£^=py, 

^ ^' ôx ÔY ^ âz ' 

les égalités (16) se rapportant à un point de la surface £ et les éga- 
lités (17) à un point de la surface S. 
L'équation de continuité donne 

dp po àiO 

relation qui, jointe à la première égalité (i4) et à la première éga- 
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Vxié (i6), donne 

(18) ^=-5|•(«^^-(3(J^-yX) 

ou bien, en vertu de Tégalité (i i)» 

(19) A=-:^(l^-^m^^n\). 

L'équation de continuité donne aussi 

dp ___ ^ ^ 

relation qui, jointe à la première égalité (12) et à la première éga- 
lité (17), donne 

(20) p=-.!^(aj + (3g4-y5e) 
ou bien, en vertu de l'égalité (i i), 

(21) Pr^^^(l^^ni^!^n\). 

La comparaison des égalités (18) et (20), ou bien des égalités (19) 
et (21), donne 

(22) P^Kc'R. 

La condition pour qu'une onde, du second ordre par rapport aux 
composantes $, y], J^ de l'élongation, soit d'ordre supérieur au premier 
pour la densité p s'exprime alors indifféremment par l'une ou l'autre 
des relations, équivalentes entre elles, 

(•23) a^-^py -f-y:ïe = o, 

(24) l^~^-m^^-{'n\=zo. 

Ces relations n'expriment nullement que h perturbation d'élonga- 
tion propagée par l'onde soit transversale ni dans le milieu primitif, 
ce qu'exprimerait l'égalité 

(23 015) l^-\-mq-^n:itz=zo. 
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ni dans le milieu déformé, ce qu'exprimerait l'égalité 
(24 bis) «^ 4- P W -+- yX = o. 

Considérons les composantes m, t', w de la vitesse d'un point maté- 
riel; on peut les exprimer en fonctions de a, b, c, t ou bien en fonc- 
tions de x^ j, 5, /. Dans le premier cas, on a 

.g. __ dlja, b, c, t) _ ôn(a, b, c, t) àt:{a, b, c, t) 

^^^^ "- ôi ' Jt ' ai 

La surface 2 étant, dans l'espace des (a, i, c), une onde du second 
ordre pour l'élongation (Ç, y], J^), est onde du premier ordre pour la 
vitesse (w, f», «^). Soient t), t?, if^ les composantes de \9i perturbation de 
vitesse que propage cette onde; nous aurons, en tout point de la sur- 
face £, 

<'^' mr'^- [".];=-• m,-- m--^ 

et des égalités analogues concernant v et (v. Les égalités (6), (25) 
et (26) donnent alors 

(27) t:) = — x^, •<?=— xg, \j?) = — X3e. 

Dans le milieu primitif j ronde S propage une perturbation d^élonga- 
tion et une perturbation de vitesse orientées suivant la même ligne. 

Dans l'espace des {x, y, 5), la surface S est onde du premier ordre 
par rapport aux composantes w, v, w de la vitesse; si l'on désigne 
par U, V, W les composantes de \^ perturbation de vitesse qu'elle pro- 
page, on aura 

<-> fê];=-' [|];=^"' [."];-"• fê];=-- 

et des égalités analogues concernant ç et w. 
D'autre part, la première égalité (25) donne 

du _ d^l da d^l db d^l de 

dx ~~ ôa Ot ôjc db dt dx de dt dx 

D. 23 
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Celte égalité, jointe aux égalités (6) et (i), donne l'égalité 



m'r-^ 



(xd^^. 



Celle-ci, comparée à la première des égalités (28), donne la pre- 
mière des égalités 

(29) U^-K^n^j", Vm— KXÇ, Wz=— KJGOe. 

Les deux autres s'obtiennent d'une manière analogue. 

Dans le milieu déformé y Vonde S propage une perturbation de vitesse 
qui est parallèle à la perturbation correspondante d'élongation que pro- 
page Vonde 2 dans le milieu primitif et^ partant, à la perturbation de 
vitesse que propage cette même onde 2 ( * ). 

Les égalités (18) et (20), jointes aux égalités (29), permettent 
d'écrire 

(18^/5) cil = 3gg(aU-M3V + yW), 

(20 bis) V - -^^ («U 4- P V 4- yW). 

Pour qu'une onde du second ordre par rapport aux composantes $, y), 1^ 
de l'élongation soit, par rapport à la densité p, d'ordre supérieur au 
premier (^ = 0, P = o), il faut que l'on ait 

(30) aU + l3V + yW = o 

oUy en d'autres termes, que cette onde soit, dans le milieu déformé, 
transversale par rapport aux composantes u, v, iv de la vitesse; et cela 
sufp.t si la vitesse x avec laquelle la surface d'onde se propage dans le 
milieu primitif nest pas égale à zéro. 

Si, dans la première Partie de ces Recherches sur V Élasticité, on con- 



( ï ) Sur la propagation des ondes dans un milieu parfaitement élastique affecté de 
déformations finies {Comptes rendus, t. CXXXVI, 8 juin 1903, p. 1379). 
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sidère les égalités (2) et (8), on obtient sans peine l'égalité 

^£1 dx d dx ày à dv âz à dz 

dx ôa dx ôa ôa dx da da ôx ôa 

Cette égalité, jointe aux égalités (8), permet d'écrire, en tout point 
de l'onde. 



Posons 



Mr^-^af-%''*%-)- 



k — à-e^, ày .. dz 



(3.) 



dx j dv . 



db 



X, 



c ^àx . _ ày dz 



(32) ^ 



ôc "' ôc '^ ôc 

et l'égalité précédente deviendra la première des égalités (*) 

i[S];=>'"'*. Mr^^'^- [èJ^-^v'A, 

[V];=''"»'' 

— Ka/iC, ..., 

= Ka(/iB + /nC), r^r=K|3(/iB -^ mC), [^1*= Ky(/^B + mC), 

= Ka(/C + «A), 
Ka(mA-f-/B), 



m 

Vdi\ 

\ I 5Jji 



Les autres égalités (32) s'établissent comme la première. 

Les égalités (3i) nous donnent les expressions des quantités A, B, 



(*) Ces égalités ont été données dans le cours que nous ayons professé en 1901-1902 à 
la Faculté des Sciences de Bordeaux. M. Hadamard, qui les avait obtenues de son côté, 
les a publiées en igoS dans ses Leçons sur la propagation des ondes et les équations de 
l'Hydrodynamique, p. 249. 
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C en fondions des quantités §, ^, 5C; parfois nous aurons besoin 
d'exprimer les mêmes quantités A, B, C en fonctions des grandeurs $, 
W et X; nous y parviendrons de la manière suivante : 
La première égalité (3i), jointe aux égalités (10), donne 

\ôa Oc âa de ôa ôc ) " 

Moyennant les égalités (i) et (8) de la première Partie de ces 
Recherches sur l'ÉlcLsticité, cette égalité devient la première des éga- 
lités 

(33) K'B=y,*4-(i4.260W4-y»X, 

r K»C=y,^-+-yi«'-i-(i-i-2£3)X. 

Les deux autres s'obtiennent d'une manière analogue. 

IL — Propagation d'une onde au sein d'un milieu dénué de viscosité. 
Composantes de Télongation rapportées au milieu primitif. 

Passons maintenant à des considérations dynamiques. 

Pour ne pas les compliquer outre mesure, nous ne garderons pas 
ici toute la généralité qu'avaient les formules établies en la première 
Partie de ces Recherches, Nous admettrons, aussi bien au cours du 
présent Chapitre qu'au cours du Chapitre suivant, que chaque masse 
élémentaire est soumise seulement à une action extérieure newtonienne; 
nous désignerons par X^, Y,, Z, les composantes du champ et nous 
supposerons ces quantités continues ainsi que leurs dérivées par- 
tielles des divers ordres. 

En second lieu, au présent Chapitre, nous supposerons le milieu dénué 
de viscosité. 

En revanche, dans les considérations que la première Partie de ces 
Recherches a développées, nous introduirons une généralisation; cette 
généralisation, sans compliquer les calculs, augmentera beaucoup la 
portée des résultats. 
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Nous avons supposé, en la première Partie de ces Recherches, que 
les déformations du milieu étaient rapportées a un état initial homo- 
gène et isotrope; la possibilité de rapporter Tétat actuel du milieu à un 
tel état initial déânit le milieu vitreux. Au présent Chapitre, nous 
admettrons encore que l'état initial (a, 6, c) auquel nous rapportons 
les déformations soit homogène, mais nous ne supposerons plus qu'il 
soit forcément isotrope; en d'autres termes, nous admettrons que le 
milieu étudié puisse être soit un milieu vitreux, soit un milieu cris- 
tallisé. 

Si nous passons en revue les raisonnements développés dans notre 
première Partie, nous verrons que, pour un milieu vitreux soumis 
exclusivement à des actions extérieures newtoniennes et dénué de 
viscosité, l'isotropie de l'état initial n'a été invoquée que trois fois : 

Une première fois, en passant des égalités (45) aux égalités (45 bis) 
de la première Partie, pour déterminer de quelle manière e,, e^f e,, 
g\y §2^ gz dépendent de £, , t^, £3» Ti 5 Ta» Ta » ^^ présent Chapitre, nous 
ferons exclusivement usage des égalités (45) de la première Partie. 

Une secande fois, en passant des égalités (85) aux égalités (85 bis) 
de la première Partie, pour déterminer de quelle manière e,, e^, e,, 
g,, ga, g., dépendent de £|^£2» £3» Tm T2» Yaî ^^ présent Chapitre, nous 
ferons exclusivement usage des égalités (83) de la première Partie. 

Une troisième fois, enfin, dans l'étude de la propagation de la cha- 
leur par conductibilité, lorsque nous avons admis que les trois quan- 
tités A,, ^2, ^3 écrites en l'égalité (89) de la première Partie étaient 
les trois déterminations A(T, a, , cia, o-,), kÇï, o-g, a,, o-, ), A(T, o-,, cr, , Cj) 
d'une même fonction A(T, a, o-', a'); mais les formules qui suivent 
cette égalité (89) ont une forme indépendante de cette hypothèse; 
nous pourrons donc en faire usage. 

Les égalités (82) de la première Partie et (6) du présent Chapitre 
nous enseignent que l'on a, en tout point de l'onde. 
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Proposons-nous de former la quantité 






Les quantités N,-, T, sont données par les égalités (62) de la pre- 
mière Partie où, selon les égalités (61) de la même Partie, les quan- 
tités d, (Ji doivent être réduites à C/, gi. 

Nous aurons alors 

^N;, aT, ôTy 

(^^^ ^■^■^■^"5/ = ?»-^^'-^?*-^?* 

avec 

^ ^ ^ p ôx 9 dy p ôz 

{ [ d (dxy d dx dy à dx dz'\ 
(37) 9.-P| ^i[ Tx\d^) -^TyTaô^-^TzTaTa] 

■^ ^* L àx \db) "^ dy âb db "^ dz db db\ 

* L dx\dcj dy de de dz de de J 

[d dx dx d dx dy d dx dz 
dxdbôc'^dydbdc'^dldbdc 

d dx dx d dx dy d dx dzl 
dx de db dy de db dz de db] 

r d dx dx d dx dy d dx dz 

I or I \ , • I , 

*'l ^^ ^^ ^^ ^y ^^ ^^ ^^ ^^ ^^ 

d dx dx d dx dy d dx dzl 
dx da de dy da de dz da de \ 

r d dx dx d dx dy d dx dz 
"^^'[ dxdâdb^'dydâdb^dzdâTb 

d dx dx d dx dy d dx dzX\ 
dx db da dy db da dz db da\) 
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. ,o, \i 1 (dx d\ dy d\ dz SkX dx de^ 

(38) 9, = p2.i \d'aTx^Tad^-^d-a-d'z)di'ÏÏk 



( 



dx d\ à Y d\ dz d\\ dx ôe^ 
Jb'di^tb'dy'^ôbFzjTb'&k 

dz d\\ dx de^ 



fdx dX dy dl dz dlX dx 
\ de dx de dy de dz ) de 

KdxJk dydk dz^dl\dx (dxdfk dyd}^ dzdlXdxldg, 
dû dx '^ db dy'^ db dz) dc'^ \dcdx'^ de dy "^ de dz) db J "51 

r/^^ dy^ dz^ffk\dx /dxàk dyâl dzdk\dxld^ 
Wdc dx de dy de dz) da \da dx da dy da dz) de \ d'k 

Kdxdfk dyâX dzdk\dx fdxdl dyàl ^^N^lî^l 
da dx "^ da dy "^ da dz) db "^ \db dx '^ dbdy'^ db dz) da ] dl \' 

(X = ej, £„ £3, y,, y„ y^), 

i /dT dx dT dy dT dz\dx de, 
t^9^ ^* = Pi [dJcd^'^d}d^'^Tzd^)d^df 

fdTdx dTdy àTàz\dxàe^ 
"^ \dx db "^ dy db "*" dz db) db dT 



( 



dT dx àTdy dT dz\dx de^ 
dx de dy de dz de ) de dT 



K^djr ÔTdy^ ^dz\d^ /^^ ^^ ^^\^'\^ 
dx db '^ dy db'^ dz db) de'^\dx dc^ dy de "^ dz de) db J dT 

Kffïdx ^dy àTdz\djt (àTdx dTdy dTdz^\dxld^ 
dx de dy de dz de) da \dx da dy da dz da) de } dT 

KdTdx dTdy dTdz^\dx fàjdx dTdy dT dz\dx-\dg,\ 
dx da '^ dy da'^ dz da) db '^ \dx db '^ dy db "^ dz db) da J dT ) 

On peut écrire 

Les égalités (3G) et (ra) donnent, en remarquant que p(S) = pg, 
(4i) [?,]î=-K«[aN,+ pT, h7T,.)(«?l-Pg + y3e). 
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Les égalités (37), (8) et (2) donnent 

_. r ,dx dx dx 

( dx ôx\ ( dx ,àx\ ( tàx àxW 

x(«jH-pfj+y^)- 

D'ailleurs, les égalités (2), jointes aux égalités (62) de la première 
Partie de ces Recherches, donnent l'égalité 



r 1^-^ 



H. «,;„_+,,„_ 



dx dx 

( dx dx\ ( dx ,dx\ ( .dx dxW 

Les égalités (/ji) et (4^) se réunissent donc en une seule; posons 
(43) Q=— (ei/»-i-e,m*4-e,/i*-»-2^,m/n-2^,/i/4-2^,/m) 

et nous aurons simplement 
(4i) [?.]î + [?.]î=-pQ^. 

Les égalités (38), (3^) et (2) donnent 

//"x r it I r ( làcx de^ de^\ ,dx 

(4.) [<?.]î=PÎ [ [^ôr,-^"'ôi^''ôtJ ^ô^ 

( ,de^ de^ e)ej \ dx 

\ dei d'/i d'/ij db 

(, ^^3 de^ de^ \ dx 

dsi dyz dy^J de 

. ( i^S\ àgx dgC\ ( dx dx\ 

\ dzr dy^ dyj\ de db J 
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r (l— ^ ^ÎL\ l^ 1r 

^ L \ "^7^ '^ ^ àe^ '^ ^ ôyj da '^ J 

Selon l'élégante notation indiquée par M. J. Hadamard (^), posons 



(46) 

(mC-h/iB=rG„ /iA-h/C = G„ /B + ^/iA = G, 

et 

(47) J= -_E,-4--T-E,+ -r-E3-+- -j-G,-4- ^— G,4--r-Gj) . 

\dzx ' dit de, dy, e^y, c^y, 7 

Dans cette égalité (47)» (2) désigne un carré symbolique où Ton 
doit remplacer, par exemple, (^) par — et ^ ^ par ^^-^. 
J est une forme quadratique en 

E,, E|, Ej, G„ Gî, G3; 

partant, selon les égalités (46), c'est aussi une forme quadratique en 

A, B, C, 

et les égalités (3i) la transforment en une forme quadratique des 
trois grandeurs 

On peut aisément mettre l'égalité (45) sous la forme 

r T, , f di dx dJ dx âJ ôx\ 

_ (di^dx _dJ^dx ôJ dx\ 
^^\dG, âa "^ (^E, db "^ ô(^, de) 

__ (d^_ dx _dJ_dx dJ dx\ 
^^ \dGt da ■*' dG, db "*" (^E, de)' 

(*) J. Hadamard. leçons sur la propagation des ondes et les' équations de VH/dro- 
dynamique, p. 25 1. Paris, igoS. 

D. 24 
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En vertu des égalités (46), celte égalité peut encore s'écrire 
r- ,, fd} âx dJ dx dl dx\ 

En vertu des égalités (3i), elle se réduit à 

(48) 2[9,]î=-pg. 

Reste a évaluer [9*]^. 

Si l'onde 2 est du premier ordre par rapport à la température 
absolue T, il existe en tout point de l'onde 2 une grandeur & telle 
que l'on ait 

l yôx ôa dy ôa ôz Oa}^ L^^Ji 
)[ôTdx ÔT dy dT âzy [ôTy 

I \<]J^Ox ^ôTdy _^dT àzY_ I àT'Y_ ^^ 
\ \^0j' Oc ' ôy de dz dc\^ L^^'Ji 

Si, par rapport à la température absolue T, l'onde S est d'ordre 
supérieur au premier, on a 

(5o) ^ = 0. 

Par rapport à la température absolue T, l'onde S, tracée dans 
l'espace des {x, 7, z)^ est du même ordre que l'onde 2; on a donc, en 
tout point de l'onde S, une grandeur 0, nulle en même temps que &, 
et vérifiant, lorsqu'elle n'est pas nulle, les égalités 



(5i) 



[£];=-• mr^"' [§];='•• 



Les égalités (2), (49) et (5i) montrent que la valeur de S en un 
point de l'onde S et la valeur de 0au point correspondant de l'onde S 
sont reliées par l'égalité 

(52) errK^. 

Si, par rapport à la température absolue, l'onde 2 est d'ordre supé- 
rieur au premier, les égalités (39), (49) et (5o) donnent immédiatement 

(53) [?.]; = o. 
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Si, au contraire, Fonde 1 est du premier ordre par rapport à la 
température absolue T, les égalités (Sg) et (49) donnent 



.dx dei dx de^ dx de^ 



(54) [9*]î = p[/; 

La détermination de Sr se tire de la relation supplémentaire 
[{Becherches sur l'élasticité , i^"" Partie, égalité (94)]- 

Si le miiieu est bon conducteur fie la chaleur, cas auquel les coeffi- 
cients de conductibilité ne sont pas tous nuls, la relation supplémen- 
taire montre immédiatement que l'onde est au moins du second 
ordre par rapport à la température T; c'est donc l'égalité (53) qui 
doit être employée dans ce cas. 

Dans le cas où le milieu ne conduit pas la chaleur, la relation supplé- 
mentaire exprime simplement que la quantité de chaleur dégagée, 
dans le temps dt, par chacun des éléments du système est nulle. 
Comme le milieu n'est pas visqueux, l'égalité (86) de la première 
Partie réduit cette relation à 

dT ÔEi ôsi ÔB:i dyx dy^ dy% 

OU bien, par comparaison entre les'égalités (45) et (85) de la pre- 
mière Partie, à 

^^""^''^ ""^ ^ E\dT In ^ àf 'di '^ w dl '^ w w '^ w w ^ w w) -""' 

D'ailleurs, les égalités (28) de la première Partie donnent 

d£i _ dx d'g dy d^n dz d^X. 
dt ~~ da da de da da dt da da dt ' 

ày,_ dx j^ dy d^ dz d^K 
(55) { dt " db dcdt "^ db dcdt "^ db dcdt 

dx d^l dy d^n dz d^K 



de dbdt ^ de dbdt ^ de dbdt" 
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Enfin, parmi les égalités (6)» nous trouvons 

mïr-^"- [s<]:=--<^- [S];=— • 
{[&]'=-''■'*■ ■■■■ 

tandis qu'aux égalités (49) on doit joindre l'égalité 

Si à toutes ces égalités nous joignons les égalités (3i) et si nous 
supposons 31^ différent de o, nous trouvons 

(58) ^="E^' 

égalité dans laquelle ® représente une forme linéaire en A, B, C; 
en vertu des égalités (3i), c'est aussi une forme linéaire en #, g, 5e, 

(5,) .= (,^+„^^;„^)a 

Les égalités (54), (58) et (59) nous donnent alors, pour un corps 
mauvais conducteur de la chaleur, 

ou bien, selon les égalités (3i), 

Dès lors, si le milieu est bon conducteur de la chaleur ^ les égalités (4o), 
(U)> (48) et (53) transforment la première des égalités (34) en la 
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première des égalités 



(61) i{^j +QÇ -x«g=:o, 

Les deux dernières égalités (6i) découlent de même des deux der- 
' nières équations (34). 

Si Ton remplace dans J les lettres ^, ç, 3C par les lettres X, Y, Z, 
elle devient une certaine forme quadratique en X, Y, Z, J(X,Y, Z). 
L'équation que doit vérifier JC* pour que les équations (6i) soient 
compatibles est l'équation qui donne les carrés inverses des demi- 
axes de la surface du second degré 

(62) J(X,Y, Z) + Q(X* + Y*-+-Z') = i. 

Si le milieu est mauvais conducteur de la chaleuTy les égalités (4o), 
(44)» (48) et (60) transforment la première des égalités (34) en la 
première des égalités 

Les deux dernières égalités (63) dérivent de même des deux der- 
nières égalités (34). 

® est une fonction linéaire et homogène de é, ç, oe. Si nous y rem- 
plaçons ^, ç, 3e par X, Y, Z, elle devient une fonction linéaire et 
homogène de X, Y, Z, €(X, Y, Z). 

Pour que les équations (63) soient compatibles, il faut et il suffit 
que 5t-^ vérifie une certaine équation du troisième degré; c'est 
l'équation qui donne les carrés inverses des demi-axes de la qua- 
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(Irique 

(64) J(X,Y,Z)-i-Q(X* + Y*-+-Z«)+^[e(X,Y.Z)P=i. 

Étudions la nature des surfaces du second degré que représentent 
les équations (62) et (64). 

Selon Tégalité (127) de la troisième Partie de ces Recherches sur 
l'élasticité (*), on doit avoir l'inégalité 

/A-N r d(t> ( dx ^dy _^àz \^ 



d^ ( dx dy dz 



dx dy 



h-T 



-f-2-r— (a„ai,-+-a„«,a4-a3,a„)+... > o, 

quelles que soient les valeurs attribuées aux quantités a/y. 
Dans cette inégalité, faisons (^) 

Ian=/J^, «15=: /nef, ajjzzr/i^, 

«îi=^(b ««=/wg, atz—nQy 

ajii=/^, fl^jj ^:= /w JC, a33=/iJC. 

Cette inégalité (65) deviendra, en tenant compte des égalités (3i), 
-i- /A 4- -r- /wB -h ^-nC 

Ôci âSt ÔB^ 

-h -Y-(mCH-/iB) -h -3— (/iA4-/C) -h-r— (/B-hmA) 

-t-( -7-/*-+- -r-m»-f- -r-/<*-h2-v-//i/i-+-2-— /1/+23- //n)(rf«-hg»4-X^)>o 

(1) En la troisième Partie de ces Recherches, les lettres e^, e,, 8,, yii Yi> T> sont rem- 
placées par ex, et, e^, ^t, ^,, ^i; les quantités a/y sont remplacées par les symboles Sa/y. 

(*) Les égalités (66) ont la forme indiquée aux égalités (137) de la troisième Partie, 
forme à laquelle se rattachent certaines considérations de stabilité) dues à M. J. Hada- 
mard, et discutées en cette troisième Partie, Chapitre m, § 4. 
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OU bien, selon les égaillés (43), (46) et (4?)» 
(67) J(-f,g,x) + Q(j«+ç«-i-ae«)>o. 

Cette inégalité ayant lieu quels que soient #, ç, 3e, nous voyons 
que la surface représentée par Vèqualion (62) est un elUpsoîdc réel C. 
On peut donc énoncer le théorème suivant : 

A chaque point d'une onde £, du second ordre par rapport à l'élonga- 
tion ($, Y], ^), tracée dans l'espace (a, é, c) qui représente l'état initial 
du milieu conducteur de la chaleur, correspond un ellipsoïde réel C. Pour 
qu'une perturbation d'élongation, rapportée au même état initial, puisse 
être propagée par ronde S, il faut quelle soit dirigée suivant un des axes 
de l'ellipsoïde C. La vitesse de propagation, rapportée également à l'espace 
des (a, 6, c), est l'inverse de la moitié de cet axe. 

Ce beau théorème est dû à M. J. Iladamard (*); mais, par suite 
d'une inadvertance, M. Hadamard l'a énoncé, non pas pour la per- 
turbation d'élongation rapportée au milieu initial, mais pour la per- 
turbation d'élongation rapportée au milieu dans son état actuel de 
déformation, c'est-à-dire à l'espace des (x,y,z); au prochain para- 
graphe, nous verrons qu'il serait alors inexact. 

En outre, la démonstration de M. Hadamard supposait que la tem- 
pérature du milieu demeurait invariable tandis que l'onde s'y propa- 
geait; la nôtre suppose seulement que le milieu étudié est capable de 
propager la chaleur par conductibilité. 

Le théorème de M. Hadamard a été précédé par des propositions 
dues à Green (^) et à Poisson ('). 

Ni Green, ni Poisson, cela va sans dire, n'ont traité le problème de 
la propagation des ondes au point de vue qu'ont considéré les pre- 
miers Chrisloffel et Hugoniot; ils ont traité la propagation d'ondes 



(*) J. Hadamard, Leçons sur la théorie des ondes et sur les équations de l'Hydrodjr- 
namique, Paris, 1903, p. 25*2. 

(*) G. Grken, On the propagation of light in crjrstcdlized média (Cambridge Phil. 
Soc,, 20 mai 1839; Mathematical Papers of the late George Green). 

(•) Poisson, Mémoire sur l'équilibre et le mouvement des corps cristallisés, lu à l'Aca- 
démie le 28 oclobre 1889 (Mémoires de l'Jcadémie des Sciences, l. XVIU). 
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planes au sens classique de ce mot; en outre, Poisson supposait le 
milieu infiniment peu déformé et Green, après avoir supposé que les 
déformations pouvaient être finies, introduisait dans l'évaluation du 
potentiel interne une restriction qui n*est acceptable que pour les 
déformations infiniment petites. Enfin, Green, comme Poisson, ne 
tenait aucun compte des variations possibles de la température. 

Dans ces conditions restreintes, les deux illustres géomètres ont 
démontré un théorème semblable à la proposition, due à M. Hadamard, 
dont nous avons rappelé Ténoncé. 

Si la surface représentée par l'égalité (62) est un ellipsoïde réel c^ 
la surface représentée par l'égalité (6/|) est y a fortiori, un ellipsoïde 
réel C'\ de plus, l'el/ipsuile C* est, en entier^ situé à l'intérieur de 
l'ellipsoïde C. 

On peut donc, pour tout milieu non conducteur de la chaleur, énoncer 
le théorème suivant : 

A chaque point d'une onde 2, du second ordre par rapport aux 
composantes Ç, V), ^ de Vélongation, et tmcée dans l'espace des (a, A, c), 
qui représente Vétat initial du milieu, correspond un ellipsoïde réel €'. 
Pour qu'une perturbation d'élongation, rapportée au même état initial, 
puisse être propagée par l'onde 2, il faut quelle soit dirigée suii^ant un 
des axes de l' ellipsoïde C\ La vitesse de propagation, rapportée également 
à l'espace des (a, b, c), est l'inverse de la moitié de cet axe. 

III. — Propagation des ondes au sein d'un milieu dénué de viscosité. 
Perturbation de la vitesse. 

Au paragraphe I, nous avons démontré ce théorème : 

Soit qu'on la rapporte au milieu primitif (a, b, c), soit qu'on la 
rapporte au milieu déformé (x, y, 5), la perturbation de vitesse a même 
orientation: elle est parallèle à la perturbation d'élongation rapportée au 
milieu primitif (a, b, c). 

Ce théorème, rapproché de ceux qui ont été établis au paragraphe 
précédent, donne les propositions suivantes : 

Si l'on se donne un point, soit dans le milieu primitif, soit dans le 
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milieu déformé y et V orienlation d'une onde passant par ce point, la 
perturbation de vitesse que cette onde peut propager est susceptible, en 
ce point, de trois orientations distinctes; ces trois orientations sont celles 
des axes principaux de l'ellipsoïde C si le milieu conduit la chaleur et 
celles des axes principaux de l'ellipsoïde C si le milieu est dénué de toute 
conductibilité. 

IV. — Propagation des ondes dans les milieux dénués de viscosité. 
Composantes de Télongation rapportées au milieu déformé. 

Nous allons traiter les questions déjà examinées au paragraphe I 
en rapportant les grandeurs inconnues à l'état déformé {x, y, z) du 
milieu; au lieu de déterminer ^, (j\ :îe, nous aurons à déterminer 
*, V. X. 

Dans ce but, multiplions respectivement les égalités (34) par 

K^^> K^-T-> K*^ ^^ ajoutons-les membre à membre. 
La première égalité (9) nous donnera 

(68) K.p-%.(^,fH-|ff+^ae):.p.,v*. 

L'égalité (4 1), qui donne [ (p, ]*J, et les égalités analogues qui donne- 
raient ['!,]% [x«]i' J^'"^®^ ^^^ égalités (G2) de la première Partie et 
à l'égalité (i i) de cette quatrième Partie, donnent aisément 

L'égalité (4^), qui donne [ça]?» et les égalités analogues, qui don- 
neraient ['^a]?» [Xa]?» jointes aux égalités (10) et (fi), donnent 
Tégalité 

L'égalité (45), qui donne [93 JJ, et les égalités analogues qui donne- 
D. 25 



l8^( p. DUHEM. 

raient [^3]^ [Xslî» jointes aux égalités (33), donnent 

L \ ày^ Ô£^ dyx) \ dy, àz^ ôyj 

L \ «y» <^yi »s> / \ <7« »yi àuj 

Si le milieu est bon conducteur de la chaleur, Téquation (63) et 
les équations analogues qui donneraient [']^i]î, [xJî permettent 
d'écrire 

Si le milieu est mauvais conducteur de la chaleur, l'égalité (60) 
qui donne [oJJ» et les égalitésanalogues qui donneraient [^4]; et [x*]?» 
jointes aux égalités (5()) et (33), permettent d'écrire 

Kn ajoutant ensemble les seconds membres des égalités (68), (69), 
(70), (71) et (72) ou (73), nous trouvons un résultat nul, ce qui 
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nous donne la première des égalités 

(74) S,,^ -h (S„-hX«)^^-+- 8,3X^0, 

Les coefficients S/y dépendent de la déformation au point considéré, 
de la température T, et des cosinus direclcurs /, m, n de la normale 
à Tonde, ces cosinus étant rapportés à l'état initial du milieu. Les 
coefficients S^y n'ont pas même valeur selon que le milieu est ou n'est 
pas conducteur de la chaleur. 

Lorsque i et j sont distincts, on n'a pas 

(75) S/y=:Sy/. 

Vérifions cette proposition en écrivant, pour le cas où le milieu est 
bon conducteur de la chaleur, les expressions de S^a et de Sj,. Nous 
avons 

L\ ày^ dit dyj \ ôy^ dit dyj 

K,ôex àei âetX , f ,dg^ dg. àgt\ 

àyt dy, ds^J \ âyt ôy, ôz^ J 

L\ à£x ây^ âyt ) \ dix ôyt dy, / 

L\ ày^ dît dyj \ ày^ dst dyj 

lA (^ïi àyx dej \ dy, dy, dej 
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Visiblement, ces deux coefficients ne sauraient être égaux entre eux, 
car l'expression de S, j contient un terme en £, et un terme en y, que 
ne contient pas l'expression de S^,, tandis que celle-ci contient un 
terme en t, et un terme en y^ que ne contient pas l'expression de 8,3. 
Le coefficient du terme en e, dans S,, est égal au coefficient du terme 
en £, dans S^,, en vertu des égalités (/|5) de la première Partie. 

Si donc on se donne l'état d'un milieu, dénué' de viscosité, au voisinage 
d'un certain point et l'orientcuion d'une onde qui passe par ce point, 
cette onde peut propager trois directions de la perturbation relative aux 
composantes de l'élongation; chacune de ces trois directions corresponde 
une vitesse de propagation déterminée dont la valeur, rapportée à Vétat 
initial du milieu, est une des racines de l'équation 



(77) 



S,i+ '%* 


s„ 


Su 


s.. 


S„ -h X' 


s„ 


s,. 


s„ 


S„-H Jî.» 



=:0. 



Les trois directions de perturbation ne sont pas forcément rectangu- 
laires entre elles. 



V. — Propagation des ondes au sein d*an milieu dénué de Yiscosité 
et très peu déformé. 

Laissant absolument quelconque l'état initial du milieu, nous sup- 
poserons que les divers points du milieu subissent seulement, à partir 
de cet état initial, des déplacements très petits et des variations de 
température très petites. 

Dans ce cas, les quantités £,, £3, £3, yi, Ya» Ts seront très petites; il 
en sera de même des quantités $, ^'*, X; nous pourrons négliger, 
devant chacune de ces quantités, le carré de l'une quelconque d'entre 
elles ou le produit de deux d'entre elles; enfin, les quantités e,,^^» ^3* 
^4, g^a, g^ seront négligeables devant les dérivées de ces mêmes quan- 
tités par rapport aux variables £,, £2, £3» Yi, 72, 73, T. 

Dès lors, si le milieu est bon conducteur de la chaleur, nous avons, 
en vertu des égalités (45) de la première Partie et (69), (70), (71), 
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(72), de la présente Partie, 

I S„ = — /* TT-^'^ -XT -+-'* XT H-2m/i;r r 1-2/ (/?i T— 5 h/i . . ) ] 

L ^7Î àz\ dy\ dy^dy, \ dt^dy, dt^ôyj y 

S„ = — U» -r-T- H-m»^r-T--h/i»-^-f -h2//w T — ;r h 2 w / 3 — 3 h m , . ) 1 

L ^yî ^yî ^eî ^yi^yt V ^es^^ït àe^âyj] 

/ «>y»<^yî àe^dyy ày.dei yde^de^ dy\ ) 

{ dytàz, àyiâyz de^ày^ \àe:,à£, dy\ ) 

"^ '^ r \^£, ày^ "^ (?y, £^yj "^ \dz^ dy, "^ c^yi^ys/J T 
/ e^fiic^ys My,c^e, <^yîdyi V^ei<^«i <^yJ / 

"^ '* L U«i ^yi "^ ^yi <?yi/ '^ W^, ^y, "^ <^y, ^y, ; J j * 

Selon les égalités (74) et (77), les trois valeurs de x sont mainte- 
nant les inverses des trois demi-axes de la quadrique 

(79) S,, j:«h- S„7*-+- Sj,5«+ 2 Sj» V5 4- 28,1 50: + 281,0:7 H- i = o, 

et, selon les égalités (74)» l^^ ^^w directions de perturbation que Conde 
peut propager sont les directions de ces mêmes axes, quil s'agisse de 
perturbation d'élongation ou de perturbation de vitesse, et que la pertur- 
bation soit rapportée à l'état initial du milieu ou à son état déformé. 

Pour que les trois valeurs de la vitesse de propagation et les trois 
directions de perturbation auxquelles elles correspondent soient 
réelles, il faut et il suffit que l'équation (79) représente un ellipsoïde 
réel. 

Or, si nous posons 

j Gi=:« V -+- /W2, G,= /^4-/^o?, G^z^nix ->t- ly. 



(83) 
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nous aurons 

(81) Si,.r'-+-S„y»H-S„5'H-2S,,/5-+-2S3,5j:4- 28,,^/ 

- {^^v u-^^^p _i.^F -^^"^r -i.^'^r ^^*r ^'•' 
\d£, dît àst dy, dy, dy^ J 

(2) représentant un carré symbolique. 

Or, quels que soient E,, Ej, E,, G,, G^, G,, on a [Recherches sur 
Vélasticitéy 3* Partie; égalité (i45)] 

(82) -r-E,H- T-E,4- T-Ej-h :T-Gj-h ■^— G,4- ;r-G,) >o. 

\âei d€^ de, ây^ ây^ ây^ 7 

t Selon (81) et (82), V équation (79) représente assurément un ellip- 

soïde réel. 

Les égalités (78) ont été établies en faisant usage de l'égalité (72), 
partant en supposant que le milieu était conducteur de la chaleur; si 
le milieu est dénué de conductibilité pour la chaleur, il faut, à Téga- 
lité (72), substituer l'égalité (73); alors les égalités (78) sont rem- 
placées par les suivantes : 

** V àt\ dy\ dy\ ây^ây^ \ dt.dy^ àz.dyj 

T /, ô^<i> d*^ d«* \n 

^rc[^di;^-^'^ô^^-^''d^)y 

' > 

" " / dyzdyt dt^dy, dy^dh Kde^de^ dy\ ) 

■^ L ' \de^ dyt "^ c^y, (^y, / ' \ (^£3 <>y« "^ dyi dy J J 

T /, (^«* (^«^ d^iP \/, d*^ d^^ d'*\) 

-^Ë-cVd^:wî-^'^di;wT^-''j^)V'^ 

En vertu des égalités (80) et (83), l'égalité (81) est remplacée par 
l'égalité 

(84) s;,^»+s;,y' + s;3^»-+-2s;375 + 2s;iSj;H-2s;,xy 

fd^ p di^j, d4>^ d^ ^ d^^ d^ ^ y*> 

\d£i de, dsi dyx dyt dyt 7 

(2) désignant encore un carré symbolique. 
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La surface représentée par l'équation 

(85) s;ia;»-hs;,.r»-+-s;,^'-f-2s;,y5-h2s;iiïj?H-2s;,ar7-+-i = o, 

est alors un ellipsoïde réel situé à l'intérieur de l' ellipsoïde que représente 
l'équation (79). 

Considérons un milieu homogène, de température T, dont la défor- 
mation très petite, la même en chaque point, soit représentée par les 
six quantités £,, e^. ^st Ym Ta» Tsî '®s six quantités N^, N^, N^, T-p, 
Tj,, T, ont des valeurs bien déterminées, les mêmes en chaque point. 

A cette déformation, donnons une variation homogène définie par 
les égalités 

H,, Ha, H3, K,, Ka, Kj étant six quantités indépendantes de a?, 7, z 
et M une quantité infiniment petite qui est aussi indépendante de a?, 
y,z. 

Si cette variation laisse invariable la température, elle ne peut 
conduire à un nouvel état d'équilibre à moins que N„ Ny, N^, T^., T^,, 
T^ n'éprouvent des variations SN^.. 2N^. SN^, ST^, iTy, ST,; et l'on a 
[^Recherches sur l'élasticité, 3*^ Partie, égalité (i4^)] 

Si, au contraire, la variation (86) laisse invariable Tentropie de 
chaque élément, N^, N^., N„ T^., T^, T, éprouvent des variations S'N^^, 
S'N^, â'N^, â'T^, S'T^, S T^et l'on a [Recherches sur l'élasticité, 3*^ Partie, 
égalités (r48) et (i ')o)J 

(88) d'N:c3e, -h ^'Ny 3£,-f- Ô'N;,(ÎS3-H ô'T^ dy, -h Ô'T^ 3y,-+- Ô'T;; ôya 

^ \(^£i d£, (^£3 (iyi (?y, c^y, / 
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Entre les deux ellipsoïdes représentés par les égalités (79) et (84), 
ces égalités (87) et (88) donnent une remarquable relation. 

Prenons un point déterminé de Tonde et, en ce point, une direction 
dont X, [X, V sont les cosinus directeurs; sur cette direction, Tellip- 
soïde c^ relatif au milieu supposé conducteur de la chaleur, déter- 
mine un rayon vecteur R. Si, dans l'équation (79), on remplace x, 
j, z par XR, (xR, vR, cette équation sera vérifiée, en sorte que Ton aura 

D'autre part, si nous posons 



mX, 





H,= /»v 


les égalités (80) deviendront 




Ei^RH|, Et=RIIi< 


E,=:1{U„ 


G|:=RK,, G, = RKf, 


G,= RK„ 



et l'égalité (8i) deviendra 

(91) S„X«-+- S„/x'-h SajV*-+- 2S,s/JLv-4- 2S„vX H- 28,,^ 

fâ^^ d4>„ diP^ c^O^ d^^ d^l^^y-' 

= —( T-H1-+- T-Ht-+- T-Ht-H T~Kj4- 3— K,-+- T-Kj) . 
\âEi ÔSt de^ dy, (^/, dy, 7 

Les égalités (89) et (91) donneront 

Sur la direction considérée, Tellipsoïde c\ relatif au milieu dénué 
de conductibilité intercepte un rayon vecteur R'. Si, à partir des éga- 
lités (84) et (85), nous instituons un raisonnement semblable à celui 
qui nous a donné l'égalité (92), nous trouvons l'égalité 

<^yi <^yi àyt 7 



Ec \ dei 












à^/^<)^ '" dytàT '^ ày 
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Les égalités (87), (88), (92) et (gS) conduisent alors au théorème 
suivant : 

A chaque point M de l'onde et à chaque direction D(X, (x, v) issue de 
ce point y on peut attacher une certaine variation §£,, Ssj, Ssj, Syi» ^Ta» 
Sy, de la déformation, variation définie par les égalités (86) et (90). 

D* autre part, sur la direction D, V ellipsoïde C, qui convient au milieu 
conducteur de la chaleur, intercepte un rayon vecteur R, tandis que l'el- 
lipsoïde C\ qui cornaient aux milieux dénués de conductibilité, intercepte 
un rayon vecteur R'. On a 

Si Kon se reporte au rôle que les ellipsoïdes *l* et c' jouent dans la 
détermination de la vitesse de propagation de l'onde, on voit que la 
proposition qui vient d'être énoncée remplace, dans le cas qui nous 
occupe, cette proposition vraie pour les fluides : 

La vitesse de propagation d'une onde au sein d'un fluide supposé privé 
de conductibilité est à la vitesse de propagation d'une onde au sein du 
même fluide supposé conducteur, comme la racine carrée du coefficient 
de détente adiabatique est à la racine carrée du coefficient de détente iso- 
thermique. 

Dans le cas des fluides, ce dernier rapport est égal à la racine carrée 
du rapport de la chaleur spécifique sous pression constante à la cha- 
leur spécifique sous volume constant; peut-on, pour les corps élas- 
tiques peu déformés, énoncer une proposition analogue? 

Si c est la chaleur spécifique normale et C la chaleur spécifique 
lorsqu'on maintient constantes les six quantités N^., N^., N„ T^, T^,, 
T,, on a [Recherches sur l'élasticité, 3* Partie, égalité (i58)] 

Le second membre de cette égalité (93) n'est pas, en général, le 
D. 26 
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carré du second membre de l'égalité (c)\); c'est seulement, en effet, 
dans des cas exceptionnels que les quantités 5e,, Se^, Se,, oy,, Sya» 
SYs> définies par les égalités (SG) et (90), seront respectivement pro- 
portionnelles aux six quantités ^, ^, ^» ^, ^, ^. 

Z,e théorème de Laplace ne s étend donc pas aux milieux élastiques peu 
déformés, 

VI. ~ Propagation des ondes au sein d'un milieu vitreux 
très peu déformé. 

Ce qui a été dit au paragraphe précédent a trait à un milieu très 
peu déformé quelconque; supposons maintenant que le milieu soit 
vitreux. 

En vertu de l'égalité [Recherches sur l'élasticité, 2* Partie, éga- 
lité (6)], 

(96) <l^ = (po(T)-+-9,(T)(£,-h£,4-£,) 

A(T), ,. M(T), , , . , , ,x 

-* Po -* Po 

on a 

I d^ d^ d^ __ A(T)H-2M(T) 

Oe\ ~ de\ ■" âsl ~^ po 

J^__â^ __ d'i^ _ A(T) 

d£, (?£s ~" d£i âSi ~" dei dst ~~ po 

d^ _d^ _ c^ _ M(T) 

j ày] ~" dy\ ~" dy] ~ po 

âst âT ~~ dit d'ï — ÔB^ d'ï ~ dT 

Les autres dérivées secondes de $ sont nulles ou infiniment petites. 
Ces égalités (97), jointes aux égalités (79)» (80), (8r), montrent 
que l'équation de Tellipsoïde C peut s'écrire 

(98) ^(^ia:^my-^nzy 

Po 

H ^ — ^[2/*^?*-+- 2m'r--h 2/i*j3'-+- {ny -t- mz)* 

Po 

-h (/^ -t- /ia?)*-i- {mx -h lyY] = 1- 



(97) 
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Les mêmes égalités (97), jointes aux égalités (80), (84)» (85), 
montrent que Téquation de rellipsoïde €/ peut s'écrire 

H — - [2/*x*H- 2/w*/*-4- 2n}z^->r{ny-\- mzy 

Po 

-{'(Iz-^ nxY-^{mx-\- lyy]z=z\. 

Prenons pour axe des z la normale à Ponde au point considéré, ce 
qui nous donnera 

l-=LOy /?! r=: O, /l = I . 

L'équation (98) deviendra 

, , A(T)-*-2M(T) , M(T), , 

Po Po 

tandis que l'équation (99) deviendra 

, , A(T)^^[^]^.M,T) _ „,, 

(101) i^ 5' H — î^-^(j?*+ r*) — I. 

Po Po 

Ces deux équations équivalent au théorème suivant : 

Au sein d'un mitieu vitreux très peu déformé , l'ellipsoïde C et V ellip- 
soïde C' sont tous deux de révolution autour de la normale à l'onde; en 
tous deux, le rayon de l'équateur a pour valeur 



V M(T) 



M(T) 
En l'ellipsoïde C, le demi-axe de réi'olution a pour longueur 



Vm'- 



tandis qu'en l'ellipsoïde C', ce même demi-axe a pour longueur 



\/a(ï). 



Tp» r ^/?,(T) 



2M(T) 
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La perturbation quune onde persistante peut propager est, ou exclusi- 
cernent transçersate, ou exclusivement longitudinale. 

Que le milieu soit ou non conducteur de la chaleur, une perturbation 
transversale se propage avec une vitesse 

(.03) X=4/ffiî. 

Au sein d'un milieu conducteur, une perturbation longitudinale se 
propage avec une vitesse 



(.03) ^f^^y^^mi^m, 

tandis qu'au sein d'un milieu non conducteur de la chaleur, elle se pro- 
page avec une vitesse 



(io4) 



^.^J^EM^HI^. 



Ces égalités (102), (io3), (104) avaient été obtenues directement 
[Recherches sur l'élasticité, 2*" Partie, égalités (80), (76), (loi)]. 

Pour un milieu vitreux très peu déformé, nous savons que Ton a 
[Recherches sur l'élasticité, 3* Partie, égalité (164 )] 

C 3A(T)^^|^]\,M(T, 
^'^^^ C "" 3A(Ï)4-2M(T) 

La comparaison des égalités (ïo3), (loi)» (^^5) montre que Ton 

n'a pas 

^_ C 

à moins que l'on ait l'égalité 

M(T) = o, 
qui caractérise les fluides. 
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Ainsi» en général, la correction de Laplace ne peut servir à calculer la 
vitesse de propagation des perturbations longitudinales au sein d'un mi- 
lieu vitreux f peu déformé, supposé dénué de conductibilité, lorsqu'on 
connaît la valeur de cette vitesse pour le même milieu, supposé doué de 
conductibilité. Cette correction ne peut être employée que si le milieu est 
fluide. 



CHAPITRE lï. 

THÉORIE DES ONDES AU SEIN DES MILIEUX DOUÉS DE VISCOSITÉ. 



I. — Des ondes du premier ordre par rapport aux composantes de la vitesse, 
au sein des milieux vitreux doués de viscosité. 

Supposons d'abord que Tonde se propage au sein du milieu consi- 
déré : 

(106) Jî;>o. 

D'après ce que nous avons vu en la troisième partie de ces Recherches 
(Chap. II, § I), l'onde ne peut être d'ordre inférieur au second par 
rapport aux composantes $, t), X, du déplacement; elle est aussi du 
premier ordre par rapport à la densité p; d'après ce qui a été vu au 
Paragraphe II du même Chapitre, elle est au moins du premier ordre 
par rapport à la température T. 

Comme dans le cas précédent, le milieu est soumis exclusivement 
à des actions extérieures qui sont newloniennes. Comme dans le cas 
précédent, aussi, nous désignerons par : 
£ la surface d'onde dans l'espace des a, b, c; 
/, m, n les cosinus directeurs de sa normale; 
S la surface d'onde dans l'espace des x,y, z; 
a, p, Y les cosinus directeurs de sa normale. 

L'onde étant du second ordre par rapport aux composantes $, y), î^ 
du déplacement, on peut écrire les égalités suivantes, en tout point de 
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(107) 



l Idadtj, m \_dbdtjt n Idcdcjf ' 

• r.^?- 1 [J^1±V- i f-^V— irf 

\ t ldadt]^~ m [dbdt]t~~ n ldcdl\i~ ^^' 

Les égalités (26), (27), (28) de la première Partie et(i) de la qua- 
trième Partie donnent alors, en tout point de la surface S, 

/[D',]î = -KX«^, tD;]î = -KDîi(3g, [I>i]î = -Kj&y5, 

l tG;]î=-KX(«g + |3j). 

Moyennant ces égalités (108), les égalités (33) de la première Partie 
donnent 

8,=[r',]î=-Kx[ («.\:.+ p-7.-hy3i,)(A;,#4-?r.g + t-.5) 
I +(«.'v,+ (3.7,-1- yx=,){xj + g-.cj -+- Ji,^)]. 

j,z=[r',]»=-KX[ («A:., + (33', + yfe,){->:-.^ + ?r,f)-t-i-,5) 
-(-(«A:.,+ (3-7,-1- y2:.) (.x,^ -1- jT.g + 2:.5)]- 

Ce que nous venons de dire, joint aux égalités (()2) de la première 
Partie, montre que les quantités N^., N^, N„ T^,. T^, T, varient d'une 
manière continue au travers de la surface S. Mais il n'en est pas de 
même des quantités v^, v^, v,, t,, t^, t^ données par les égalités (77) 
de la première Partie. 

Désignons par f ce que devient la fonction dissipative S lorsqu'on 
y remplace 

A' A' A' r' r' r 



(ï09) 



/ 
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par 

^1, K K 9i> 9î» Ba- 
il est facile de voir que les expressions de 

[V.]?, [v,]î. [v,]î, [t,]î, [t^];, [t.]î 
se tireront des expressions (77) de la première Partie qui donnent 

Vx» V,., V.. T-t, -Cy, T, 

en remplaçant S par f. 

En raisonnant comme nous l'avons fait en la i** série, deuxième 
Partie, de nos Recherches sur rHylroiynimique [Chapitre III, § 1, 
égalités (137)], nous verrons que l'on doit avoir, en tout point de la 
surface S, 

( [vx]î«-+-[T,]î(3-+-[T^]îy-o, 
(110) [T,]î«-+-[v,.JÎ(3-h[T,]?y = o, 

( [Tr]îaH-[Tjî(3^[v,]îy = o. 

D'après ce qui vient d'être dit, ces égalités peuvent s'écrire : 

^(AM« + jr,|3 + i,y)3',H-.. =0, 
^(.■x:.,« + .7,(3-Hi,y)3b,+... =0. 

Multiplions respectivement ces égalités par -X,, V[^, %^ et ajoutons 
membre à membre les résultats obtenus; nous trouvons la première 
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des égalités 

Les deux dernières s'obtiennent d'une manière analogue. 
Multiplions respectivement les égalités (112) par 

— K M^xJ -^ 3'i tf -H ^i^), 

— K OT, ( .X,^ -i- .T,g -h X>, JC), 

et ajoutons membre à membre les résultats obtenus, en tenant compte 
des égalités (109); nous trouvons l'égalité 

, ., ^ ai ^ ai ^ dî ai di ai 

Mais la fonction f est homogène et du second degré en ï,, ïj» ^s» 0i» 
02» 03 ; l'égalité (1 13) équivaut donc k l'égalité 

(ii4) ^ = 0. 

La forme i* est une forme définie positive en A',, A^, Ai, F^jT^, H; 
partant, la forme f est une forme définie positive enî>,,Ï2>^3»0i>02»0j 
et l'égalité (1 ï4) équivaut aux égalités 

(ii5) bi = o, ^ = 0, ^z = o, 9i=o, 02 = 0, %i = o. 
Ces égalités (i i5) nous permettent évidemment d'écrire 

Dans cette égalité, remplaçons î^^, g,, g^ par leurs valeurs tirées des 
égalités (109); en observant que 

(-Xia4-J,(3H-5:.»y)«^(a:,a4--7,(3 4-5^îy)'4-(eX3a^?r3(3-+-3S,,y)«z=:i, 
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nous trouvons Tégalité 

(116)— KX(.Xi^4-.!riff-+-^i^) 

H-(A;,«-f-g'iP-+-t-,y)(-\vf^?y,g-h3b,5e) 

Selon les égalités (109), la quantité enlre crochets peut s'écrire 

et elle est nulle par les égalités (1 15). En tenant compte de l'inéga- 
lité (116), nous trouvons la première des égalités 

(117) ; -Xj.f-h-Tîd^-H^-î^^o, 

Les deux autres s'obtiennent d'une manière analogue. Multiplions 
respectivement ces égalités (1 17) par A;,,g',,ab, en observant que 

x\ + ?rî -+- àî =1, 
^-i ''V-, 4- 5*1 7i -H ^i ^t - o, 
X, .%, 4- Sft '7i -h Jii ^, = o, 

et nous trouvons la première des égalités 

(118) ^ = 0, ç = Oy Je = o. 

Les deux autres s'établissent d'une manière analogue. 

•Ces résultats, rapprochés de l'inégalité (loG) et des indications gé- 
nérales données en la seconde Partie, Chapitre II, § l et2, conduisent 
au théorème suivant : 

Au sein d'un milieu vitreux, doué de viscosité, une onde du premier 
ordre par rapport aux composantes m, ^, iv de la vitesse ne peut se pro- 
pager; tes seules ondes de cet ordre qui puissent persister dans un tel mi- 
lieu séparent constamment les deux mêmes portions du milieu ; elles sont 
alors surfaces de discontinuité pour la densité p et pour les six quantités 
N,-, T,-; si le milieu est maui^ats conducteur de la chaleur, elles sont égale- 
ment surfaces de discontinuité pour la température T. 

D. 27 
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II. — Des ondes du second ordre par rapport aux composantes de la vitesse 
' dans les milieux vitreux doués de viscosité. 

Admettons que nous ayons encore rinégalité (io6). 

L'onde, du second ordre par rapport à w, v, w^ sera, selon ce que 
nous avons vu {Recherches sur t Élasticité, 2* Partie, Chap. II, § 1 et 2), 
du troisième ordre par rapport à i, yj, J^, du second ordre par rapport 
à p, et au moins du second ordre par rapport à T. Selon les éga- 
lités (62) de la première Partie, elle sera du second ordre par rap- 
port aux six quantités N/, T,. Les équations (82) de la première Partie 
exigeront alors que Ton ait, en tout point de la surface S, 

Formons explicitement ces égalités. 

En chaque point de la surface Z il existe un vecteur #, g, x tel que 

, , ] i [ d*r, y I I <?'n "!« ._.,, 

I r d^K Y_ I r d'K Y_ _,,,-. 

{'lda*dt\,~ Imldadbdt], 



Nous avons 



di}\_db\da dD\db^ dD\ de 
dx da dx db dx de dx 



et, en vertu des égalités (34) de la première Partie, 

L<^-^Ji~W/ Vda*dl\^'^\dx) \_db^dt\,'^\dx) ldc^dt\, 

db dcV d^% Y de daV dn 1» da db\ d*l 1' 

^ 2 I I -4- 2 I I -4- 2 — — I ^ I • 

dx dx^dbâcàtl^ dx djo\ôcôadt\i^ dx dx\dadbdt\i 



•20I 
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En vertu des égalités (i) et (120) cette égalité devient la première des 
égalités 






(121) I 



Les autres s'établissent d'une manière analogue. 
Les égalités (33) de la première Partie donnent 



(12a) 






Posons 



(123) 



; », = («,x., -I- ^.J,-hy^i){'Xj-h.JtÇ-h Jb.ae), 

». = («.x,-(- pj',-^ y%,){Xj + ^,g ■+■ %,X), 

•, = (a^-,H- j3.7,+ y3b,)(.X-.^+ J,C,' + 3b,5e) 
I +(«.%,+ pg-,-+-y55>,)(''x:-,?' + g'.ff + 3b,5e), 

«,= («-X,-t-pg',+ y2>j)(-X,^-4-,7,S'+5fc,3e) 
+ (a,X, + p.J, + yi-i) (eX,^ + ir,<? + Ji.K), 

«,= («.X,-f-P5', + y5fc,)(.X.,^ + 3',g + X.,3e) 
+ («,%,+ pir. + y3b.)(.X,# + g-,(j + 3i'.3e). 
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Les égalités (122) deviendront, en vertu des égalités (121), 

'[§];=—.. m:=-'-'^'- [^i^"-.».. 

(.24) { [^]' = K«3t««» 



m:=- 



X>a(»„ 



Or, en vertu des égalités (77) de la première Partie, la première des 
égalités (i 19) devient 



(.25) 



\ 






dr',« 









(-■ [S] 

(- [S] 
(•v[f]; 



4f]:-- 
4fi;-- 



éX»* 



-i-/ 



[§]>■ 
[sj;)- 

[f]> 



etc. 



elc. 



etc. 



X, 



^i 



elc. 



= 0. 



Dans cette égalité, chaque signe etc, remplace deux termes qui se 
déduisent du terme explicitement écrit avant ce signe en permutant 
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les indices i, 2, 3. L'indice 2 est un quelconque des indices r, 2, i. 
Les indicesy, y, y" sont les indices r, 2, 3, pris dans un ordre quel- 
conque. 

Les égalités (124) et (laj) donnent, après suppression du fac- 
teur K^ ^^ qui, en vertu de l'inégalité (106), diffère de o, la première 
égalité 

j^ («eX, -4- P Ji-4- yX), ) Xi«, -h etc. 
-+-gfli [(«^^3 4-P7,-+-yt-a)-X,4-(a.X.,+ Pir,-4-yt^,)eA;,]€t-4- etc. 

' '^WlT^ [(«eX.H-p.7i-Hy^i)^^-,-+-(«x,+ j3g'.^y5&,)^x,]€. 

('^^) \ * ' 4- [(«-X, -h (3J, ^ y.t«,)-X4-h («.Xi -h ^^i'hy't:,)X,] €3 j -h etc. 

-4- [(a \ -h P 3'y' -H y 3È)y') ^'V^* 4- (a .Xy- -h P -Jj- -4- y V) ^^V'] */ 1 = o, 

^^(«.x,-4-P?ri-i-y5ti)^i«i-H =0. 

Les deux autres se tirent d'une manière analogue des deux dernières 
égalités (119). 

Multiplions respectivement ces égalités (126) par ^, ç, oc et ajou- 
tons-les membre à membre en tenant compte des égalités (i23); 
nous trouvons l'égalité 

où (2) représente un carré symbolique. 

Mais la fonction dissipative S est une forme quadratique en A',, 
Ai, A'3, r',, r'a, r, ; ses dérivées partielles du second ordre par rapport 
à ces six variables sont donc indépendantes de ces variables. Dès 
lors, si l'on désigne par f ce que devient la forme S lorsque aux va- 
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riables 

A' A' A' F r' F 

**1> **1» **8» *i> *t» *s 

on substitue les variables 

«I, «1, «a, *i, ^î, *3, 

on aura 

«^A;«~"dBr <^r;' '^ âéf' 

et Tégalité (127) deviendra 

OU bien, en vertu du théorème d'Euler, 

Mais la forme S est une forme définie positive en A',, Aj, A,, Ti, 
r'a, Ta; la forme f est donc une forme définie positive en jDïn jD^at Jj? 
®n®2.®j« et l'égalité précédente entraîne les égalités 

(128) |>i = o, l>, = 0, l>j = o, €, = 0, #, = 0, #, = 0. 
Ces égalités (128) permettent d'écrire l'égalité 

En vertu de l'égalité (i23) et de l'égalité 

(a.X-,-+- pg-, -f- y^i)*4- («^-, -H ^JTi-H yàc,)'+ (a-Xj-h |3.7,+ y3b,)«= i, 
l'égalité précédente devient 
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Mais la quantité entre [ ], égale à (JD,-I- jD^a + Uïs) en vertu des 
égalités (i23), est nulle d'après les égalités (128); nous obtenons 
donc la première des égalités 

(129) < A;,^-hg',gH-2b,ae = o, 

Les deux autres égalités (129) se démontrent d'une manière ana- 
logue. 

Ces égalités (129) donnent sans peine, en tout point de la surface S, 

rf = o, ç = o, Je = o. 

Donc, au sein d'un milieu vitreux, une onde du second ordre par rap- 
port aux composâmes u, ç, w de la vitesse ne peut avoir une vitesse de 
progagation X différente de o. Les seules ondes de cet ordre qui puissent 
subsister en un tel milieu séparent constamment les deux mêmes portions 
du milieu; elles sont alors surfax:es de discontinuité pour la densité p et 
pour les quantités N/, T,- ; en outre^ si le milieu est mauvais conducteur, 
elles sont surfaces de discontinuité pour la température T. 

Ainsi sont étendues aux milieux vitreux doués de viscosité les pro- 
positions que nous avions démontrées pour les fluides {Recherches sur 
l'Hydrodynamique, i" série, i" Partie, Chapitre III). 

De plus, pour démontrer ces propositions, nous ne nous sommes 
nullement servi des symétries particulières qui caractérisent les mi- 
lieux vitreux; par exemple, en ce qui concerne les actions de visco- 
sité, nous avons supposé seulement que la fonction dissipative S était 
une forme quadratique définie de A',, A^, A3, F,, T^, F,, ce qui est éga- 
lement vrai pour les milieux vitreux et pour les milieux cristallisés. 
Nous pouvons donc affirmer qu'ai/ sein d'un milieu affecté de viscosité, 
qu il soit fluide ou solide, vitreux ou cristallisé^ aucune onde ne peut se 
propager. Toute onde persistante sépare indéfiniment les deux mêmes 
parties du milieu. Si une telle onde est d'ordre n par rapport aux com- 
posantes u, V, w de la vitesse, elle est d'ordre (n — i) par rapport à la 
densité p et aux quantités N,, T/. Par rapport à la température T, elle 
est d'ordre n ou d'ordre (/i — i), selon que le milieu est conducteur de la 
chaleur ou qu'il est privé de conductibilité. 
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III. — Intersection d'une onde-cloison 'et de la [surface libre du milieu (M* 

Dans les milieux fluides ou élastiques, qui sont doués de viscosité, 
nous avons montré que les seules ondes possibles sont des ondes qui 
séparent constamment les deux mêmes masses fluides; à ces ondes, 
nous donnerons le nom Abondes-cloisons parce que, semblables à des 
cloisons étanches, elles partagent la masse fluide en cellules telles 
qu'aucun échange de matière ne se produise d'une cellule h l'autre. 

Nous allons, au présent paragraphe, porter notre attention sur 
celles de ces ondes qui sont du premier ordre par rapport aux com-. 
posantes u, v, w de la vitesse, c'est-à-dire sur celles qui ont été étu- 
diées au paragraphe I ; nous allons mettre en évidence une importante 
propriété de la ligne suivant laquelle une telle onde coupe la surface 
libre qui termine le milieu. 

Au moyen des six quantités 

NxH-V;„ Ny4-v^, N.-hv,, T^-4-T:,, Ty-hTy, T. -HT,, 

formons l'équation 

(i3o) (N,H-v,)X«-h(N^-hVy)Y«-i-(N,-4-v,)Z« 

-h 2(T;,-4- T;^) YZ -4- a(Tj.-4- ry)Z\ -h a(T,-4- t^)XY = i, 

qui représente, en chaque point du milieu et à chaque instant, la 
quadrique des pressions. 

En général, la forme et l'orientation de la quadrique des pressions 
varient d'une manière continue d'un point à l'autre du milieu ; mais 
cette forme et cette orientation varient d'une façon brusque si Ton 
vient à traverser une onde-cloison qui soit du premier ordre par rap- 
port aux composantes m, ^, w de la vitesse. 

Soit M un point pris sur une onde-cloison; la quadrique des pres- 
sions tend vers deux formes limites distinctes Q,, Qj, selon que l'on 
s'approche du point M en demeurant du côté 1 de l'onde ou du 
côté 2. Entre ces deux formes limites, existe une relation. En effet, 

(*) Sur les ondes-cloisons {Comptes rendus), t. CXXXVII, p. 287, Séance du 
27 juiilel 1903). 
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au point M, on doit avoir les égalités 

( (Nx4-v^),a + (T,4-T,),p4-(T^4-T^),y=:(N,-f-V;,),a+(T,-+-T,),P-+-(T^H-T^),y. 

égalités qtii sont le fondement des raisonnenrients développés au para- 
graphe I. 

Ces égalités signifient que le plan diamétral conjugué à la direction 
(oL^ ^^ y) de la normale à l'onde a même orientation dans les deux qua- 
driques limites Qi , Q^. 

La normale à Tonde ne coïncide, en général, avec un des axes prin- 
cipaux ni pour la quadrique Q,, ni pour la quadrique Qa', d'ailleurs, 
si elle était axe principal de Tune de ces quadriques, elle serait for- 
cément, en vertu du théorème précédent, axe principal de l'autre. 

Imaginons que la surface libre du milieu supporte une pression 
normale H; la normale à cette surface, dirigée vers l'intérieur du mi- 
lieu, fait avec les axes de coordonnées des angles dont les cosinus 
seront désignés par X, p., v. Nous aurons alors, en tout point de la 
surface libre, 

f (N,-^V;,«^)X^-(T,-hT,)fiH-(T^^-T^)v = o, 

(i3a) (T,-+-T^)X-f.(N^H-Vj.— n)fiH-(T:,-hT,)v = o, 

( (T^^-T^)X4-(T,4-T,)fx^-(N,-r-v,-^)v = o. 

De ces égalités on peut tirer, entre autres conséquences, la propo- 
sition suivante : 

En chaque point de la surface libre, la normale à cette surface trace 
l'un des axes principaux de la quadrique des pressions qui se rapporte 
à ce point. 

Considérons maintenant la ligne L, intersection de la surface libre 
par une onde-cloison; de part et d'autre de V onde-cloison, la quadrique 
des pressions n'a pas, en général, ses axes principaux orientés de la 
même manière; la normale à la surface libre subira donc, en général, 
un changement brusque d'orientation à la traversée de la ligne L; 
d'où la proposition suivante : 

D. 28 
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V intersection d'une onde-cloison du premier ordre par rapport à la vi- 
tesse et de la sur/ace libre qui limite le milieu est une arête de cette der- 
nière sur/ace. 

Cette arête peut, d* ailleurs, se dessiner en saillie ou en creux. 

Nous avons déjà signalé (*) VsinsAogïe des ondes-cloisons qui peuvent 
se fornmer au sein des fluides visqueux avec la division en cellules que 
M. H. Bénard (^) a observée au sein de liquides inégalenment échauffes; 
cette analogie est conmplétée par le théorème précédent; en même 
temps, nous venons de reconnaître qu'une telle division en cellules 
peut se produire au sein de tous les milieux affectés de viscosité, 
qu'ils soient fluides ou solides, vitreux ou cristallisés; et, en effet, des 
phénomènes analogues à ceux que M. H. Bénard a étudiés ont été obser- 
vés par M. J. Cartaud (•) dans les milieux visqueux les plus divers. 

On remarquera que les propositions développées en ce Chapitre et 
dans le Chapitre précédent permettraient de reprendre, au sujet des 
milieux élastiques, tout ce que nous avons dit de la propagation des 
quasi-ondes au sein des fluides (*). 



CHAPITRE m. 

CONTINUITÉ DE L'ÉTAT LIQUIDE ET DE L'ÉTAT VriREUX. 



Que faut-il entendre en disant qu'un solide vitreux, sans être très 
compressible, est très aisément déformable? Nous donnerons à ces 
mots le sens suivant : 

Les propriétés du milieu pris dans un état autre que l'état inifial 

(*) Recherches sur rHjflrodrnamiquc, i* Par lie, Conclusion {Annales de la FacuUé 
des Sciences de Toulouse, i* série, l. IV, 190-2). 

(*) II. BknarI), Journal de Phjsiquc, 2* série, t. IX, 1900, p. 5i3; t. X, 1901, p. aS^. 

(*) Hevuc f^énérale des Sciences, 1 4* année, 1900, p. 114. 

(*) Recherches sur l' Hfdrodfnamiquc, 2* Partie (Annales de la FacuUé des ScietiCes 
de Toulouse, 2* série, t. V, 1908 ). 
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changent nottzblement sillon vient à changer la densité en chaque point ; 
mais, si l'on déforme les divers éléments sans en changer la densité, les 
propriétés du milieu varient extrêmement peu. 

Suivons les conséquences de cette définition. 

Les propriétés statiques du nmilieu sont entièrement définies par la 
forme de ^on potentiel interne ; ia connaissance de cette forme ne suffit 
plus pour fixer les propriétés dynamiques du milieu : il faut y joindre 
la forme de \^ fonction dissipati^^e. 

La forme du potentiel interne dépend de deux fonctions, les fonc- 
tions $ et T comme l'enseigne l'égalité (4i) de la première Partie. 
Suivons, en chacune de ces deux fonctions, l'influence de notre défi- 
nition. 

La fonction $ dépend, en général, de la température T et des trois 
quantités J,, J^, J^. Si un changement de forme de l'élément auquel 
elle se rapporte devait la laisser rigoureusement invariable lorsqu'il 
n'entraîne aucun changement de température ni de densité, la gran- 
deur $ serait une fonction des seules variables p et T; notre définition 
exige donc que la fonction O soit de la forme 

(133) ^ = C(p,T)H-cp(T,J„J„J3), 

la fonction ^(p,T) ayant une valeur notable, tandis que la fonction 
ç(T, J,, Jst Js) ^ "^^ valeur extrêmement petite. 

Considérons maintenant la fonction V, dont dépend l'action mu- 
tuelle de deux éléments; nous avons énuméré en (43) de la première 
Partie les éléments dont cette fonction peut dépendre. Si elle devait 
demeurer rigoureusement invariable dans toute modification qui 
déforme les deux éléments sans altérer ni leur densité, ni leur posi- 
tion relative, elle ne pourrait dépendre que des densités p et p' des 
deux éléments et de leur distance mutuelle r; on aurait alors 

ir = vKp,p',r). 

D'après notre définition, cette égalité ne doit être qu'une égalité 
approchée et l'on doit ai^oir 

(«34) ^^ = vKp,p',,-)H-x, 
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la fonction 'j^ ayant une valeur notable, tandis que la Jonction y^^, qui peut 
dépendre de tous les éléments énumérés en (43) de la première Partie, a 
toujours une très petite valeur. 

D'après les égalités (40 de la première Partie, (ï33) et (134)» ^ 
potentiel interne du système s'exprimera par r égalité 

(i35) .f= fi:(p,T)dm^^ f f^{p,p',r)dmdm' 

-h j (^{T, 3 iyit,3i) dm -^^J jxd^dm'. 

Les termes de la seconde ligne ont, en toute circonstance, des valeurs 
très petites. Les termes de la première ligne, qui seuls ont des- valeurs 
notables, reproduisent le potentiel interne d'une masse fluide, tel que le 
présente l'égalité (66) de la première Partie de nos Recherches sur 
l'Hydrodynamique. 

Dès lors, il est bien évident, sans aucun calcul, que les milieux 
étudiés vont nous redonner, mais à titre de lois approchées, toutes les 
propositions qui découlaient rigoureusement, pour les fluides, de la 
seule forme de leur potentiel interne. 

Si, comme nous l'avons fait en la première Partie de nos Recherches 
sur l'Hydrodynamique [égalités (67) et (75)], nous posons 

(•36) . l 

nous aurons les égalités approchées 



('37) 

Si nous comparons en particulier ces égalités aux égalités (8) de 
la première Partie de ces Recherches sur l'Élasticité, qui conviennent à 
un milieu peu écarté de l'état initial, nous parvenons au théorème 
suivant : 

En un milieu très aisément déformable qui est peu écarté de son état 
initial, ta fonction M (T) a des valeurs très petites par rapport aux valeurs 

deA(iy 
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Examinons maintenant la forme qu'il convient d'attribuer à la 
Fonction dissipative en un milieu très aisément déformable. 

Si les propriétés du milieu étaient absolument indépendantes de la 
déformation subie par chaque élément, mais seulement de la variation 
de densité à partir de l'état initial, la valeur de la fonction dissipative 
devrait rester absolument la même quel que soit le trièdre trirectangle 
dont les arêtes sont les trois axes principaux de dilatation de l'élément 
considéré. Sa forme se déterminerait alors par les raisonnements que 
nous avons suivis au Chapitre I, § Il de la première Partie de ces 
Recherches sur l'Élasticité. Cette forme, analogue à la forme (17) de 
cette première Partie, serait 

i = ^^-^(D;-f-D;-+-D;)« 

4-ffI^(D;«-hi);«-+-D;*-4-aG;*-+-2G;'4-2G;*). 

Mais les propriétés du milieu éprouvent une variation non nulle, 
bien que très faible, dans une déformation 'qui laisse invariables la 
température et la densité; l'égalité précédente doit donc être non pas 
rigoureuse, mais approchée; en toute rigueur, la fonction dissipative 
doit s'obtenir en posant 

(,38) ^=MPiI)(D;4-D;-hD;)> 

4- {i(^_Il(D;« 4-0;»-+- d;«-+- îig;>4- 2G;>-h aG;«) -h u 

{ est une expression donnée par une égalité de même forme que (éga- 
lité (74)f de la première Partie, mais dont la valeur est toujours très 
petite. 

Dire que les propriétés du milieu changent très peu lorsque l'on 
déforme les divers éléments sans en changer la densité, ni la tempé- 
rature, c'est évidemment supposer, comme nous venons de le faire, 
que la valeur de la fonction dissipative à l'instant / dépend de la tem- 
pérature et de la densité de chaque élément à cet instant, mais est 
presque indépendante de la déformation de l'élément. Ce n'est pas 
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forcément admettre que le travail de viscosité dans le temps dt est 
sensiblement nul si la modification du système pendant ce temps ne 
fait point changer la densité de divers éléments. On conçoit que Ton 
puisse faire la première hypothèse sans faire la seconde; en d'autres 
termes, on conçoit que Jf puisse prendre la /orme (i3ii) sans que la /onc- 
tion [i,(p, T) soit négligeable devarU X(p, T). 

Ainsi un milieu solide, vitreux, très dé/ormable, mais non très com- 
pressible^ obéit approximativement aux lois qu'il est d'usage d'admettre 
en un liquide visqueuv. Le liquide visqueux représente la /orme limite 
d'un tel milieu très dé/ormable. 

Cette manière de voir concorde avec celle à laquelle les expérimen- 
tateurs sont conduits par des recherches de diverses natures. 

On soupçonnait depuis longtemps et Ton sait aujourd'hui d'une 
manière certaine, grâce surtout aux travaux de M. Tammann, que 
beaucoup de corps, liquides et peu visqueux à une certaine tempéra- 
ture, deviennent de plus en plus visqueux lorsque la température 
s'abaisse, et se transforment finalement en solides vitreux. Cette 
continuité entre l'état liquide et rétat vitreux sera parfaitement conforme 
aux formules précédentes, si l'on suppose que les fonctions qp, /, f, 
très petites lorsque la température a une valeur suffisamment élevée, 
augmentent et prennent des valeurs très notables lorsque la tempé- 
rature s'abaisse à un certain degré. 

Un corps dont chaque élément est supposé dans un état entièrement 
défini par la connaissance de la densité p et de la température Test un 
corps isotrope par définition ; donc, un fluide proprement dà et anisotrope 
serait un non-sens. Il n'en est pas de même pour un corps vitreux très 
aisément déformable; ce corps est forcément isotrope dans l'état ini- 
tial; mais, lorsqu'il a été déformé, il n'est plus forcément isotrope; il 
peut agir sur la lumière comme un corps doué d'une faible biréfrin- 
gence. Or, les recherches de Maxwell et d'une foule d'autres expéri- 
mentateurs ont mis cette vérité hors de contestation : Lorsqu'un 
liquide, même très peu visqueux, est en mouvement, il est biréfrin- 
gent. La biréfringence des liquides en mouvement s'accorde donc 
avec les théories développées au présent Chapitre. 

Nous venons de montrer comment l'état liquide pouvait être regardé 
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comme l'état limite d'un milieu solide, vitreux, très aisément défor- 
mable. De la même manière, en prenant pour point de départ un 
milieu cristallin, dont l'état initial est homogène, mais non isotrope, 
nous pourrions traiter du milieu cristallin très aisément déformable; 
nous serions ainsi conduits, par une voie théorique, à la notion de 
cristaux fluides y à laquelle M. Lehmann a été conduit expérimenta- 
lement. Cette notion de cristaux fluides apparaît, au contraire, comme 
un non-sens au point de vue de la théorie rigoureuse du fluide, où 
chaque élément, entièrement défini par sa température et sa densité, 
est toujours et essentiellement isotrope. 



FIN. 
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